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I.  OBJET  DE  CE  MEMOIRE. 
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Le  présent  mémoire  est  uo  essai  de  réponse  à  la  question  mise 
au  concours  par  l'Académie  en  1870  et  en  1872,  et  relative  à  la 
théorie  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  et  du 
second  ordre. 

MM.  Imscbenetslvy  et  Graindorge  ont  publié,  l'un  et  l'autre, 
sur  ce  sujet,  d'excellentes  monographies,  qui  nous  ont  permis 
de  nous  borner,  dans  ce  mémoire,  à  la  théorie  des  équations  du 
premier  ordre.  Leurs  écrits,  en  effet,  contiennent  un  bon  résumé 
des  travaux  des  géomètres  sur  les  équntions^du  second  ordre,  à 
part  les  études  récentes  de  MM.  Darboux  et  Lie,  qui  n'ont  d'ail- 
leurs été  publiées  que  par  fragments. 
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Les  mémoires  de  MM.  Imschenetsky  et  Graindorge  sont  incom- 
plets sur  la  théorie  des  équations  du  premier  ordre  (*).  Nous  avons 
donc  cru  répondre  au  vœu  de  l'Académie,  en  essayant  de  faire 
nn  exposé  des  principales  recherches  des  mathématiciens  sur  ce 
sujet,  depuis  Lagrange  jusqu'à  MM.  Lie  et  Mayer. 

Nous  avons  fait  précéder  notre  travail  d'une  explication  dé- 
taillée du  plan  que  nous  avons  suivi. 

[Conformément  à  l'avis  des  commissaires,  chargés  de  juger 
notre  mémoire,  nous  y  avons  fait  un  grand  nombre  de  correc- 
tions et  d'additions,  qui  sont  placées  entre  crochets,  ou  signalées 
dans  des  notes  spéciales.] 


IL  LISTE  DES  OUVRAGES  ET  MÉMOIRES  CITÉS  LE  f  LUS  FRÉQUEMMENT  (* 


A.  Traités  de  calcul  intégral  et  monographies  sur  les  équations 
aux  dérivées  partielles, 

L  Lacroix.  Traité  du  calcul  différentiel  et  du  calcul  intégral. 
Seconde  édition.  Tome  II,  1814,  pp.  527-604,  672-690;  t.  III, 
1819,  pp.  702-708.  Paris,  veuve  Courcier. 

IL  BooLE.  A  Treatise  on  dilTerential  Equations.  Second  édition. 
Cambridge  and  London ,  Macmillan  and  C",  1863.  Un  volume  de 
496  pages,  avec  un  Supplément  de  2ôo  pages. 

(*  j  Le  mémoire  de  M.  Graindorge  contient,  outre  la  théorie  des  équations  du 
second  ordre,  les  matières  exposées  dans  nos  §§  i  (en  partie),  3,  6,  16, 17,  18, 
19,  20,  21.  Celui  de  M.  Imschenetsky  contient,  de  plus,  nos  §§  9  et  29,  et  un 
chapitre  sur  les  équations  canoniques  de  la  dynamique.  M.  Graindorge  a 
aussi  publié  à  part  un  résumé  des  travaux  des  géomètres  sur  l'intégration 
des  équations  de  la  mécanique. 

(**)  Nous  n'indiquons  ici  que  les  écrits  cités  assez  souvent. 
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III.  Serret.  Cours  de  calcul  différentiel  et  intégral.  Tome  II  : 
("alcul  intégral.  Paris,  Gaulhier-Villars,  1808. 

IV.  Imscbexetsky  :  1°  Sur  l'intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  premier  ordre,  traduit  du  russe  par  Houel. 
Paris,  Gauthier-Villars;  Greifswald,  Koch.  1869.  Ce  travail  a 
paru  d'abord  dans  les  Archives  de  Grunert ,  l.  L,  pp.  278-474. 

2°  Élude  sur  les  méthodes  d'intégration  des  équations  aux  déri- 
vées partielles  du  second  ordre  dune  fonction  de  deux  variables 
indépendantes,  traduit  du  russe  par  Houel.  Paris,  Gauthier- 
Villars;  Greifswald,  Koch.  Ce  travail  a  paru  d'abord  dans  les 
Archives  de  Grunert,  1872,  t.  LIV,  pp.  209-360. 

V.  Grai.ndorge.  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations  aux 
dérivées  partielles  des  deux  premiers  ordres.  Liège,  Decq;  Paris, 
Gauthier-Villars,  1872  (Extrait  des  Mémoires  delà  Société  royale 
des  sciences  de  Liège,  2°"  série,  t.  V). 


B.  Mémoires  de  Lagrange  et  de  Jacobi. 

1.  Lagkaxge,  I.  Sur  l'intégration  des  équations  à  différences 
partielles  du  premier  ordre  {Mémoires  de  Berlin,  1772,  p.  35; 
(X:uvres,  t.  III,  pp.  549-577.  Paris,  1869). 

2.  Sur  les  intégrales  particulières  des  équations  différentielles 
{Mémoires  de  Berlin,  1774,  p.  239;  OEuvres,  t.  IW,  pp.  5-108. 
Paris,  1869).  Nous  ne  citons  quune  partie  de  l'article  V:  Des 
intégrales  particulières  des  équations  aux  différences  partielles, 
avec  des  remarques  nouvelles  sur  la  nature  et  sur  l'intégration 
de  ces  sortes  d'équations ,  pp.  62-89. 

5.  Sur  différentes  questions  d'analyse  relatives  à  la  théorie  des 
solutions  particulières  {Mémoires  de  Berlin,  1779,  pp.  I2I-I60; 
OEuvres,  t.  IV,  pp.  585-634).  Nous  ne  citons  que  l'article  V  :  Sur 
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l'inlégralion  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  {Mémoires  de  Berlin,  1775,  pp.  152-160;  OEuvres,  t.  IV, 
pp.  624-634). 

4.  Méthode  générale  pour  intégrer  les  équations  aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  ordre,  lorsque  ces  différences  ne 
sont  que  linéaires  {Mémoires  de  Berlin,  1785  ,  pp.  174-190). 

5.  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions.  Nouvelle  édition.  Paris, 
Courcier,  1806.  Leçon  20,  pp.  553-400. 

6.  Théorie  des  fonctions  analytiques.  Nouvelle  édition.  Paris, 
Courcier,  1815.  Chap.  XVI,  pp.  152-164. 

II.  Jacobi.  1.  Ueher  die  Intégration  der  parliellen  Differential- 
gleichungen  ersler  Ordnung  [Journal  de  Crelle,  t.  II,  pp.  317- 
329). 

2.  Ueher  die  Pfaffsche  Méthode,  eine  gewôhnliche  lineâre  Dif- 
ierentialgleichung  zwischen  2n  Variabeln  durch  ein  System  von 
n  Gleichungen  zu  integriren  (Ibid.,  pp.  347-357). 

3.  Ueher  die  Réduction  der  Intégration  der  parliellen  Difï'e- 
rentialgleichungen  ersler  Ordnung  zwischen  irgend  einer  Zahl 
Variabeln  auf  die  Intégration  eines  einziges  Systems  gewohnli- 
cher  Differenlialgleichungen  {Ibid.,  t.  XVII,  pp.  97-162). 

Ce  mémoire  a  été  traduit  en  français  :  «  Sur  la  réduction  de 
rintégration  des  équations  différentielles  partielles  du  premier 
ordre  entre  un  nombre  quelconque  de  variables  à  l'intégration 
d'un  seul  système  d'équations  différentielles  ordinaires  »  (Journal 
de  Liouville,  t.  III,  pp.  60-96;  161-201). 

Nous  citons  la  traduction  française,  en  indiquant  en  même 
temps  les  paragraphes. 

4.  Dilucidationes  de  aequationum  differentialium  vulgarium 
systematatis  earumque  connexione  cum  aequationibus  differen- 
tialibus  partialibus  linearibus  primi  ordinis  {Journal  de  Crelle, 
t.  XXIII,  pp.  1-104). 


(  vn  ) 

5.  Nova  metlioduS;  aequationos  differentiales  partiales  primi 
ordinis  inter  numerum  variabilium  quemcunque  propositas  inte- 
grandi  {Ibid.,  t.  LX,  pp.  1-181  ;  reproduit  dans  le  t.  III  des  OEu- 
yres  de  Jacobi,  pp.  429-509).  Nous  citons  les  paragraphes. 

6.  Vorlesungen  ùber  Dynamik  von  C.-G.-J.  Jacobi  nebst  fùnf 
hinterlassenen  Abhandlungen  derselben ,  herausgegeben  von 
A.  Clebsch.  Berlin,  Reimer,  I86(). 


m.  NOTATIONS  ET  CONVENTIONS  SPECIALES. 


I.  Lorsqu'une  variable  z  est  fonction  explicite  ou  implicite  des 
variables  indépendantes  Xi,Xi,...  nous  désignons  ses  dérivées 
par  rapport  à  x,,  Xj,  etc..  par  les  notations 

dz       dz 
dXi      dXf 

contrairement  à  l'usage  de  Jacobi,  qui  emploie,  dans  ce  cas,  les 

notations 

Sz       9s 

cl  réserve  les  d  pour  les  dérivées  des  fonctions  dune  seule  va- 
riable. 

Nous  employons  les  notations 

£?  ,  iL (2) 

pour  désigner  les  dérivées  d'une  fonction  explicite  f  (x,,  x,, ...) 
de  X,,  X,, ...  par  rapport  à  la  lettre  x,,  à  la  lettre  x,,  etc.,  sans 
nous  inquiéter  si  X|,  x»,...  sont  indépendantes  l'une  de  l'autre  ou 
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non.  Les  deux  notations  peuvent  être  équivalentes  dans  certains 
cas;  la  notation  (4)  sert  à  désigner  une  expression  qui  ne  dépend 
pas  de  la  forme  des  relations  qui  existent  entre  z,  Xj,  Xj, ...;  c'est 
l'inverse  pour  la  notation  (2). 


11.  La  notation 


/•„•••,/"« 


représente  le  déterminant  fonctionnel 


ou 

SXn 

Sfn 

3x„ 

dx^ 


dx„ 


dfn 
dx, 


dfn_ 
dXn 


Il  sera  facile  de  discerner  les  deux  cas,  dans  les  applications  que 
nous  ferons  de  cette  notation. 


m.  Pourla  commodité  du  langage,  nous  avons  fait  de  dériver 
un  verbe  actif,  ce  qui  est  conforme  à  l'élymologie,  sinon  à  l'usage. 


PLAN  DU  MÉMOIRE  ET  NOTICE  HISTORIQUE. 


Ce  mémoire  contient  le  résumé  des  recherches  de  Lagrange, 
Pfaff,  Jacobi,  Bour,  Weiler,  Clebsch,  Korkine,  Boole,  Mayer, 
Cauchy,  Serret  el  Lie,  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre. 

Nous  avons  groupé  les  travaux  de  ces  géomètres  dans  les  sub- 
divisions suivantes  : 

Introduction.  Génération  des  équations  aux  dérivées  partielles 
du  premier  ordre  (|§  1-4). 

Livre   I.    Méthode  de  Lagrange  et  de  Pfaff  (§§  a-45). 

Livre  IL  Méthode  de  Jacobi  (§§  1 6-27). 

Livre  IIL  Méthode  de  Cauchy  et  de  Lie  (§§  28-32). 

Appendice.  Méthode  de  Lie  comme  synthèse  des  idées  anté- 
rieures (§  35). 

Cet  arrangement  est  rigoureusement  didactique,  c'est-à-dire, 
que  du  commencement  à  la  fin  nous  pénétrons  de  plus  en  plus 
profondément  dans  notre  sujet.  11  est  en  même  temps  historique 
dans  ses  grandes  lignes,  à  une  exception  près  :  la  méthode  de 
Cauchy  est  antérieure  de  beaucoup  à  tous  les  travaux  résumés 
dans  notre  livre  deuxième.  Nous  avons  été  amenés  à  placer  la 
méthode  de  Cauchy  à  la  fin  de  notre  mémoire,  avec  celle  de  Lie, 
parce  que  cette  dernière  est  la  suite  naturelle  de  la  première,  el 
que,  réunies,  elles  constituent  une  étude  plus  approfondie  de  la 
question  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  que 
les  méthodes  de  Lagrange,  de  PfalT,  de  Jacobi  et  de  Bour. 
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Dans  notre  Introduction,  nous  donnons  d'abord,  d'après  La- 
grange  (1772  et  1774)  et  Lie  (1872),  la  définition  du  problème 
de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre.  Nous  indiquons  ensuite,  d'après  Jacobi,  deux  moyens 
généraux  et  très-simples  de  faire  disparaître  la  variable  indé- 
pendante des  équations  en  question.  Nous  montrons ,  contraire- 
merit  à  l'avis  de  Bertrand  et  d'autres  géomètres,  que  le  second 
procédé  de  transformation  de  Jacobi  n'est  pas  illusoire  (§  1).  Les 
deux  paragraphes  suivants  contiennent  la  théorie  des  équations 
aux  dérivées  partielles,  à  3  ou  à  (n  h-  1)  variables,  telle  que  l'a 
découverte  Lagrange  en  1774,  au  moyen  de  sa  féconde  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires.  Nous  avons  ajouté  tou- 
tefois à  l'exposition  de  Lagrange  diverses  remarques  empruntées 
à  Jacobi  et  une  méthode  très-simple  de  génération  des  équations 
simultanées.  Le  dernier  paragraphe  est  consacré  aux  vues  de  Lie 
sur  le  sujet  traité  dans  les  numéros  précédents  et  à  l'explication 
du  paradoxe  relatif  aux  constantes  supplémentaires. 

Le  livre  premier  contient  l'analyse  des  travaux  de  Lagrange  et 
de  Pfaff.  Nous  avons  exposé,  avec  prédilection,  ces  recherches 
déjà  anciennes,  d'abord  parce  qu'elles  contiennent  le  germe  de 
maintes  découvertes  ultérieures,  ensuite  parce  qu'elles  sont 
susceptibles  d'une  foule  d'applications  que  l'on  traite  plus  simple- 
ment, par  ces  méthodes,  que  parles  méthodes  plus  savantes  de 
Jacobi  ou  de  Cauchy. 

Le  premier  chapitre  traite  des  équations  linéaires,  dont  La- 
grange a  trouvé  la  théorie  en  1779  et  en  1785.  Notre  exposition 
ne  diffère  de  celle  de  nos  devanciers  qu'en  ce  que  nous  employons 
davantage  la  théorie  des  déterminants  fonctionnels.  Dans  le  der- 
nier paragraphe,  nous  donnons  l'extension  de  la  théorie  de 
Lagrange  faite  par  Jacobi,  en  1827.  11  est  assez  étonnant  que  ces 
recherches  du  géomètre  de  Berlin  soient  passées  sous  silence 
dans  tous  les  traités ,  et  même  dans  les  mémoires  récents  de 
Graindorge  et  Imschenetsky,  car  seules,  elles  font  comprendre 
l'étroite  connexion  qui  existe  entre  les  équations  aux  dérivées 
partielles  et  les  systèmes  d'équations  différentielles  du  premier 
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ordre  (voir  le  n*  32).  En  passant,  nous  avons  fait  connaître  sous 
(|iiel  point  de  vue  Lie  considère  les  équations  linéaires  (n"  25). 

Le  second  chapitre  contient  l'analyse  des  travaux  de  Lagrange 
-iir  les  équations  non  linéaires.  C'est  en  1772  que  le  géomètre  de 
Turin  trouva  le  moyen  de  ramener  l'intégration  des  équations 
non  linéaires  à  trois  variables  à  celle  des  équations  linéaires  à 
quatre  variables.  II  revint  sur  le  même  sujet  en  1774,  pour  faire 
connaître  les  diverses  intégrales  des  équations  aux  dérivées  par- 
tielles, et  en  1806,.  pour  expliquer  un  singulier  paradoxe  que  pré- 
sente la  théorie  de  l'intégrale  générale.  Nous  faisons  connaître  la 
méthode  de  Lagrange  sous  ses  diverses  formes.  En  premier  lieu, 
le  grand  géomètre  observe  qu'intégrer  l'équation 

c'est  trouver  une  valeur  de  p,  telle  que 

dz  =  pdx  -+-  Kdy 

soit  intégrable.  Ensuite,  il  indique  le  moyen  général  pour  trouver 
une  valeur  de  p  avec  une  constante  arbitraire,  ce  qui  est  le  germe 
de  la  méthode  de  Jacobi.  Enfin,  il  montre  comment  on  peut 
déduire  la  valeur  la  plus  générale  de  :r,  de  la  valeur  la  plus  géné- 
rale de  p,  ce  qui  est  le  germe  de  la  méthode  de  Pfaff. 

Jacobi,  en  effet,  en  appliquant  la  méthode  de  Lagrange,  sous 
sa  dernière  forme,  aux  équations  à  n  variables  indépendantes,  a 
été  amené,  en  1827,  à  refaire  en  sens  inverse  tous  les  calculs  de 
Pfaff.  Nous  exposons  ce  curieux  travail  de  Jacobi  dans  notre  cha- 
pitre IIL  Le  géomètre  de  Berlin  ramène  lintégralion  d'une  équa- 
tion non  linéaire  à  celle  d'un  système  d'équations  simultanées 
dont  la  solution  est  plus  générale  que  celle  de  l'équation  donnée. 
Pour  particulariser  cette  solution  et  en  déduire  l'intégrale  cher- 
chée, il  est  forcé  de  faire  un  changement  de  variables  :  (2n  —  \) 
variables  x, , ...,  x, ,  p, , ...,  p„  ^,  sont  remplacées  par  les  constantes 
de  l'intégration  des  équations  simultanées  auxiliaires,  et  la  ques- 
tion se  ramène  dès  lors  à  l'intégration  d'une  équation  différen- 
tielle totale  à  (2n  —  i)  variables. 
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Pfafif,  dès  1814,  avait  suivi  précisément  une  route  inverse, 
comme  nous  le  montrons  dans  le  chapitre  suivant.  Pour  intégrer 

l'équation 

p„  =  x{z,Xt,..,x„,p^,...,p„^i) 

il  considère  l'équation  différentielle  totale 

dz=p^dXi  ■+■  •••  -H  p„--idj7„  1  -4-  xdx„ 

à  2w  variables,  z,  x,,  ...,x„,pi,  ...,  /)„_i,  et  la  transforme  en  une 
autre  de  même  forme  à  (i2«  —  \)  variables.  C'est  précisément  celle 
que  Jacobi  a  trouvée  en  généralisant  les  dernières  recherches  de 
Lagrange,  et  PfafFy  arrive  en  intégrant  le  même  système  d'équa- 
tions que  Jacobi.  Les  deux  méthodes  sont  donc  identiques,  sauf 
que  l'une  est,  plus  clairement  que  l'autre,  la  généralisation  de  la 
méthode  de  Lagrange,  et  que  Pfaff  traite,  en  outre,  le  problème 
général  de  l'intégration  des  équations  différentielles  totales,  qui 
porte  son  nom.  Dans  notre  exposition  des  travaux  de  Pfaff,  nous 
nous  aidons  de  divers  écrits  de  Gauss,  de  Jacobi  et  de  Cayley.  Le 
dernier  paragraphe  du  chapitre  IV  contient,  outre  le  problème 
inverse  de  Pfaff,  la  simplification  introduite  dans  toute  cette 
théorie,  par  l'emploi  des  valeurs  initiales  des  variables  comme 
constantes  arbitraires.  Le  problème  général  de  Pfaff  conduit  à 
intégrera  systèmes  d'équations  simultanées  dont  chacun  ne  peut 
être  formé  qu'après  l'intégration  complète  de  tous  les  précédents. 
Jacobi,  en  1856,  profitant  d'une  idée  de  Hamilton,  montra  que 
l'on  peut  former  immédiatement  ces  n  systèmes,  si  l'on  prend, 
comme  nous  venons  de  le  dire,  les  valeurs  initiales  des  variables 
pour  constantes  arbitraires;  de  plus,  s'il  s'agit  de  l'intégration 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  il  n'y  a  plus  qu'un  sys- 
tème à  intégrer.  Cauchy,  longtemps  auptu-avant,  en  1818,  était 
arrivé  à  ce  dernier  résultat,  en  employant  aussi  les  valeurs  ini- 
tiales des  variables  comme  constantes.  C'est  à  lui ,  d'ailleurs,  qu'est 
due  l'introduction  de  cette  idée  dans  la  science,  mais  Jacobi 
semble  avoir  ignoré  les  travaux  de  Cauchy. 

Tel  est  le  cycle  des  recherches  exposées  dans  notre  livre  pre- 
mier. Nous  avons  joint  à  chaque  théorie  les  applications  que  l'on 
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rencontre  ordinairement  dans  les  traités,  outre  celles  qui  se 
trouvent  dans  les  mémoires  de  Lagrange.  De  plus,  nous  avons 
donné  dans  un  paragraphe  spécial  Tintégralion  d'une  équation 
très-remarquable,  due  à  Schlafli,  et  publiée  par  lui  en  1868. 

Le  livre  second  est  consacré  à  la  méthode  de  Jacobi  et  de  Bour, 
aux  perfectionnements  de  cette  méthode  dus  à  Weiler  et  à  Clebsch, 
enfin  aux  méthodes  de  Korkine,  de  Boole  et  de  Mayer  qui  s  y 
rattachent  de  très-près. 

La  Aoto  methodus  de  Jacobi  a  été  trouvée  par  lui  en  1838  et 
j)ubliée  par  Clebsch  en  1862.  Nous  la  faisons  connaître  dans  nos 
deux  premiers  chapitres.  Notre  exposition  ne  diffère  de  celle  de 
Graindorge  et  Imschenetsky  qu'en  ce  que  nous  avons  réuni  dans 
un  chapitre  spécial,  le  premier,  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  con- 
ditions d'intégrabililé.  En  nous  éloignant  un  peu  de  nos  prédé- 
cesseurs et  de  Jacobi  sur  ce  point,  on  trouvera  peut-être  que  nous 
avons  abusé  des  notations  symboliques.  Toutefois,  le  lecteur  qwi 
-  sera  familiarisé  avec  ces  notations  reconnaîtra  que,  seules,  elles 
peuvent  conduire  naturellement  à  la  démonstration  des  prin- 
cipes de  la  méthode  de  Jacobi.  Dans  le  chapitre  III,  nous  donnons 
l'extension  de  cette  méthode  aux  équations  simultanées,  due  à 
Bour,  en  corrigeant  la  petite  erreur  qui  s'est  glissée  dans  l'expo- 
sition de  ce  dernier  et  dans  celle  des  auteurs  qui  l'ont  suivi.  Celte 
erreur  a  été  signalée  par  Mayer,  en  1871 .  Au  point  de  vue  histo- 
rique, il  importe  de  remarquer  que  les  travaux  de  Bour  ne  pro- 
cèdent pas  de  ceux  de  Jacobi,  qui  nont  été  publiés  qu'en  1862. 
Liouville,  Bour  et  Donkin  avaient  trouvé ,  vers  1853  et  1834,  les 
théorèmes  fondamentaux  de  laA'bia  methodus,  sans  avoir  connais- 
sance de  celle-ci.  Dans  le  chapitre  IV%  nous  reproduisons  des 
calculs  d'une  admirable  élégance,  dus  à  Clebsch,  et  publiés  en 
1866,  où  1  eminent  algébrisle  fait  connaître  une  notable  simpli- 
firotion  de  la  méthode  de  Jacobi,  trouvée  par  Weiler  en  1863. 

Les  chapitres  V  et  VI  sont  consacrés  à  des  méthodes  où  l'on  " 
procède  par  changement  de  variables.  Dans  la  méthode  de  Kor- 
kine (1868),  qui   s'applique   aux    équations   simultanées   non 
linéaires,  on  dispose  de  la  fonction  arbitraire,  qui  entre  dansl'in- 
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tégrale  générale  de  l'une  des  équations  données,  de  manière  à 
satisfaire  aux  autres  équations;  on  transforme  ainsi  le  système  en 
un  autre  qui  contient  une  équation  et  une  variable  de  moins.  Les 
calculs  auxquels  nous  avons  été  conduit  pour  démontrer  les 
principes  de  cette  méthode,  auraient  été  extrêmement  longs,  si 
nous  n'avions  largement  employé  la  théorie  des  déterminants.  La 
méthode  de  Boole  (i8G5),qui  s'applique  seulement  aux  équations 
linéaires  ,  procède  à  peu  près  comme  celle  de  Korkine.  Elle  est 
exposée  dans  le  dernier  paragraphe  du  chapitre  V.  La  méthode  de 
Mayer  (1872),  qui  vient  ensuite,  s'applique  aussi  aux  équations 
linéaires,  dont  elle  ramène  l'intégration  à  celle  de  certains  systèmes 
d'équations  différentielles  totales.  Chaque  fois  que  l'on  parvient  à 
intégrer  une  équation  de  l'un  de  ces  systèmes,  on  le  transforme 
en  un  autre  système  contenant  une  équation  et  une  variable 
de  moins.  Les  nouvelles  variables  sont  les  valeurs  initiales  des 
variables  primitives.  En  outre,  au  moyen  d'une  transformation 
de  variables  d'un  genre  tout  différent,  on  peut  faire  en  sorte  de 
n'avoir  à  considérer  qu'un  seul  système.  Quand  il  s'agit  des  équa- 
tions linéaires  auxquelles  conduit  la  méthode  de  Jacobi,  un  théo- 
rème de  Mayer,  analogue  à  celui  de  Poisson  et  Jacobi,  dont  il  est 
un  corollaire,  introduit  de  nouvelles  simplifications. 

Les  méthodes  de  Jacobi,  de  Weiler  et  de  Mayer,  conduisent  à 
chercher  une  intégrale  de  systèmes  de  2  (n  —  \),  2  (w  —  2), ...,  2 
équations  différentielles  ordinaires,  ces  systèmes  étant  respecti- 
vement pour  les  trois  méthodes,  au  nombre  de  : 

l,2,3,...(n~2),(«-l), 
1,2,2,...       2,  2, 

1,1,1,...       1,  1. 

Les  équations  sont  supposées  ne  pas  contenir  explicitement  la 
variable  dépendante.  La  méthode  de  Lie,  dont  nous  parlerons 
plus  bas,  exige  précisément  le  même  nombre  d'intégrations  que 
celle  de  Mayer. 

Le  li\re  troisième  contient  d'abord  l'exposé  de  la  méthode  de 
Cauchy.  L'illustre  géomètre  l'a  trouvée  dès  1818,  en  partant  de 
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deux  idées  principales;  Tune  est  le  changement  de  variables, 
qu'il  semble  emprunter  à  Ampère,  plutôt  qu'à  Lagrange  ou  à 
Pfafif,  car  il  paraît  avoir  ignoré  les  recherches  de  celui-ci;  l'autre 
est  l'introduction  immédiate  dans  le  calcul  des  valeurs  initiales 
des  variables,  comme  on  le  fait  dans  la  théorie  des  intégrales 
définies.  Si  les  recherches  de  Cauchy  n'étaient  antérieures  à  celles 
de  Jacobi  sur  la  méthode  de  Pfaff ,  on  les  prendrait  pour  une 
exposition  simplifiée  de  tous  les  travaux  analysés  dans  notre  livre 
premier,  y  compris  la  théorie  des  équations  linéaires  de  Lagrange. 
Quand  il  s'agit  de  trouver  les  intégrales  de  ces  équations,  sup- 
posées à  trois  variables,  Lagrange  et  Monge  cherchent  d'abord  les 
courbes  qui  peuvent  engendrer  les  surfaces  représentées  par  les 
intégrales.  Une  idée  analogue  donne  à  Cauchy  les  courbes  ou 
variétés  à  une  dimension,  appelées  caractéristiques  par  Lie.  qui 
engendrent,  pour  ainsi  dire,  l'intégrale  des  équations  non  linéaires. 
PfafT  et  Jacobi  étaient  forcés,  dans  la  suite  de  leurs  calculs, 
d'égaler  à  des  constantes  n  de  leurs  (2«  —  1)  variables  auxiliaires. 
Cauchy,  dès  le  début,  ne  prend  que  (n  —  i)  variables  auxiliaires , 
et  il  suppose  immédiatement  que  ce  sont  les  valeurs  initiales  des 
anciennes  variables,  ce  qui  le  dispense  du  circuit  par  lequel 
Jacobi  est  arrivé,  plus  tard,  au  même  résultat.  Cauchy  a  donné  une 
forme  plus  générale  à  sa  méthode,  en  i841  ;  les  valeurs  initiales 
des  variables  peuvent  être  à  volonté  de  nouvelles  variables  ou  des 
constantes  d'intégration.  C'est  ce  travail  de  1841,  auquel  on  n'a 
pas  accordé  suftisamment  d'attention,  qui  est  la  base  de  notre 
exposition.  Nous  avons  pu,  grâce  à  lui,  donner,  avec  une  entière 
rigueur,  la  théorie  de  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées 
partielles,  dans  les  cas  les  plus  singuliers,  par  exemple,  dans  le 
cas  des  équations  semi-linéaires  de  Lie  (1872),  rencontré  inci- 
demment par  Serret  en  1861;  l'intégrale  de  ces  équations  est 
donnée  par  m  relations  entre  (n  -4-  i)  variables  et  n  constantes 
arbitraires.  Mayer  a  montré,  en  1871,  que  la  méthode  de  Pfaff, 
modifiée  par  Jacobi ,  ne  donne  jamais  l'intégrale  complète  des 
équations  homogènes  par  rapport  aux  quantités  p;  il  en  est  de 
même  de  la  méthode  primitive  de  Cauchy.  Mais  quand  on  laisse  à 
cette  méthode  toute  son  élasticité,  si  j'ose  ainsi  dire,  elle  conduit. 


sans  calcul,  aux  modifications  de  la  méthode  de  Pfaff  et  Jacobi , 
proposées  par  Mayer. 

La  méthode  générale  de  Cauchy  se  prête  très-bien  aussi  à  une 
exposition  rigoureuse  des  recherches  de  Serret  (1861),  relatives 
au  cas  où  la  méthode  de  Cauchy  semble  en  défaut.  Nous  donnons 
ces  recherches  dans  le  chapitre  II. 

Le  chapitre  suivant  contient,  d'après  Mayer,  un  exposé  de  la 
méthode  de  Lie  (1872)  considérée  comme  une  extension  de  la 
méthode  de  Cauchy.  Dans  cette  méthode,  on  ramène  l'intégration 
de  (m  -+-  i)  équations  à  (n  -+-  m)  variables  indépendantes  à  celles 
d'une  équation  unique  contenant  n  variables  indépendantes,  soit 
en  cherchant  une  intégrale  de  m  équations,  soit  après  une  simple 
transformation  de  variables.  Dans  ce  dernier  cas,  on  voit  claire- 
ment que  la  méthode  de  Lie  est  la  suite  naturelle  de  celle  de 
Cauchy.  Combinée  avec  celle  de  Jacobi,  elle  s'applique  à  une  seule 
équation  à  {n  -+-  i)  variables,  surtout  dans  les  cas  les  plus  défa- 
vorables. 

Enfin,  dans  un  court  appendice,  nous  donnons,  au  moyen  des 
idées  de  Lie  lui-même,  un  aperçu  synthétique  des  méthodes 
principales,  qui  permet  au  lecteur  d'entrevoir  leur  fusion  pro- 
chaine, entre  les  mains  du  géomètre  norwégien. 
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ÉQUATIOrsS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU   PRE3IIER   ORDRE. 


INTRODUCTION. 


GÉNÉRATION  DES  ÉQUATIONS  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE. 


S  i".  l^ftmittoM  de*  éqttalion»  anje  défirém*  paflielte*  d»  pwm- 
iHief  ordt'e.  Moyen  d'ett  faire  digpawaitt'e  In  rat'ittbte  dé- 
pendante. M nler-pfétalion  géainélfique  de   M,ie. 

1.  Définition  deJLagrauge.  Une  équation  aux  dérivées  parlielles 
du  premier  ordre 

/'{3,a;,,j?,,...,a-„,p,,p„...,p„)  =  0 (1) 

est  une  relation  entre  une  variable  dépendante  z,  n  variables 
indépendantes  x,,  Xj, ...,  or,,  et  les  dérivées  premières 

dz  dz  dz 

de  z  par  rapport  à  x,,  x„. -,  r,.  Elle  est  dite  linéaire,  si  p„p^  ,...,p, 
n'y  entrent  qu'au  premier  degré. 

Intégrer  l'équation  [i),  c'est  trouver  toutes  les  relations  entre 


(  2) 

Zj  ar,,  Xi^  ...,x„,  telles  que  les  valeurs  de  z,  p,,  p^,...,  p„  que  l'ou 
en  déduit,  rendent  cette  équation  (i)  identique. 

Plusieurs  équations  de  même  forme  que  l'équation  (i)  forment 
un  système  simultané  d'équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  soit  qu'il  y  entre  une  seule  fonction  inconnue  z  et 
ses  dérivées,  ou  qu'il  y  en  ait  plusieurs.  Les  géomètres  s'étant 
presque  exclusivement  occupés  du  premier  de  ces  deux  cas,  nous 
nous  bornerons  ici  à  l'étude  des  équations  simultanées  qui  ne 
contiennent  qu'une  variable  dépendante. 

Intégrer  un  système  d'équations  simultanées  analogues  à 
l'équation  (1),  c'est  encore  trouver  toutes  les  relations  entre 
z,Xi,Xif  ...,x„,  telles  que  les  valeurs  de  z,  pi,pi,  ...,/>„  que  l'on 
en  déduit,  rendent  ces  équations  identiques. 

2.  Première  méthode  de  transformation.  Qu'il  s'agisse  d'une 
équation  unique,  ou  d'un  système,  il  est  souvent  utile  de  trans- 
former les  relations  données  en  d'autres  qui  contiennent  une 
variable  indépendante  de  plus,  mais  où  la  nouvelle  variable 
dépendante  n'entre  que  par  ses  dérivées  partielles.  Jacobi  a  donné, 
pour  atteindre  ce  but,  deux  méthodes  de  transformation  que 
nous  allons  faire  connaître,  en  nous  bornant  au  cas  d'une  équa- 
tion unique  (*). 

Soit  une  équation  aux  dérivées  partielles  : 

et 

F{s,ir,,a;j,....a7„)  =  0. (2) 

(*)  La  première  méthode  se  trouve  dans  le  mémoire  de  Jacobi,  intilulé  : 
Dilucidationes ,  etc.  (Jeu ruai  de  Crelle,  t.  XX III ,  pp.  18-20);  l'autre,  dans  sa 
Nova  melhodus,  §  1 ,  el  dans  les  Vorlesungen,  leçon  31 ,  p.  237.  Celle  seconde 
mélhode  est  beaucoup  moins  pratique  que  la  première,  mais  elle  n'est  pas 
illusoire,  comme  l'ont  prétendu  Boole,  On  the  differenlial  équations  of 
dynamics  (Philosophical  Transactions ,1863,  pp. 485-501) ,  p.  489,  Bertr.\m) , 
dans  ses  leçons  au  Collège  de  France,  en  1832,  1853,  1868  (Graindorge, 
Mémoire, qKc.,  p.  16,  note),  et,  d'après  lui,  Inscheketsky,  p.  45,  Grai.ndorge. 
p.  16,  et  Mayer  (Malhematische  Annalen,  t.  III,  p.  437).  Ces  géomètres  ont 
ailribué  à  Jacobi  une  erreur  qu'il  n'a  pas  faite,  celle  de  vouloir  éliminer  deux 
quantités  xj  et  l  entre  deux  équations.  Jacobi  war  doch  nicht  so  kiirzsicltti<j, 
lisait  Cleuscii  à  propos  de  celle  prétendue  erreur  du  grand  géomètre. 


(5) 
une  inicgrale  de  celle  équalion.  On  aura  : 

^F  êF  dF^ 

Sz  dZ  àZ 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1),  il  viendra 

dF 
/'|«,x.,....x.,-^...,-^|=0 (5) 


L'équation  obtenue  au  moyen  de  celle-ci,  en  changeant  partout 
ô  en  d, 

I  ^  dF\ 

Idx,  dXm  \ 

.,..,...,x..-^,...,-^    =0,...    .(4) 

\  dz  dzj 

est  la  transformée  que  nous  cherchons.  C'est  une  équation  aux 
dérivées  partielles  entre  une  variable  dépendante  F  et  les 
variables  indépendantes  z,  a-,,...,a:,,  dont  l'intégration  donne 
immédiatement  celle  de  l'équation  {\),  comme  nous  allons  le 
montrer. 

Soit  ?(F,s,j;j....,x,)  =  0 ',5) 

une  solution  quelconque  de  l'équalion  (4).  On  aura  : 


11 

il 

fL 

dF           éz    dF 
dz           d  ?    dj, 

Jf 

Sx, 
dF 

dF        Sx, 

dx,~  J? 

SF 

cl,  en  subslituani  dans  (4), 

/ 

f      5,X„..    -J,.   - 

■ 

Sf          df 

Sx, 
...   _-^-^ 

\ 

<?«           Ss 

is 

iO) 


=  0.    . 


(4  ) 

Cette  équation  (7)  ne  contient  pas  de  dérivée  par  rapport  à  F. 
En  la  comparant  à  l'équation  (1),  on  voit  immédiatement  que 
l'équation  (5)  est  une  solution  de  (I)  pourvu  que  l'on  y  regarde  F 
comme  une  constante  (*). 

L'équation  transformée  (4)  est  homogène  par  rapport  aux  déri- 
vées de  F.  Comme  on  le  verra  plus  loin,  les  méthodes  d'intégra- 
tion des  équations  aux  dérivées  partielles  ne  s'appliquent  pas 
toujours  directement  à  cette  sorte  d'équations.  C'est  là,  sans 
doute,  la  raison  qui  a  conduit  Jacobi  à  employer  une  autre 
méthode  de  transformation. 

3.  Seconde  méthode  de  transformation.  Posons 

y  =  zi, (8) 

et  supposons  z  indépendant  de  t ,  de  sorte  que 

f=° («' 

On  tire  de  (8)  : 

—  trr-     ^1=  ^L=o  (10) 

Au  moyen  de  ces  valeurs  (10),  l'équation  (1)  devient 

[dy  du  1      dy  \  du  i\ 

f{  —  .x.,x^,...,x„,-^->-^-,---,-^~]=iO,.   .    .   (11) 
'  \dt  '    "    *'      '    "'  dx,  t     dx^l  dx„t]  ^ 

qui  ne  contient  plus  explicitement  y,  mais  où  entre  une  variable  t 
de  plus. 

Soit  F(.v,f,a;.,a;,,...,ar„)  =  0 (12) 

une  intégrale  quelconque  de  celte  transformée  (H).  En  général, 
comme  l'a  remarqué  Bertrand,  il  ne  suffira  pas  de  remplacer 
dans  cette  équation  (12),  t/par^f  pour  que  l'on  ait  une  solution 

Y{Zt,t,X„X^,...,Xn)  =  Q (13) 

(*)  Comme  on  le  voit,  il  esl  inutile  de  supposer  l'équation  (5)  résolue  par 
rapport  à  F,  comme  l'ont  l'ait  Imschenetsky,  p.  44,  et  Graixdorge,  p.  17,  pour 
démontrer  le  théorème  dont  il  s'agit  dans  ce  numéro. 


(3) 

de  l'équation  (I)  d'où  t  disparaisse  de  lui-même.  Mais  on  ne  peut 
pas  conclure  de  là  que  la  seconde  méthode  de  transformation  de 
Jacobi  soit,  en  général,  illusoire. 

L'équation  (15)  est  une  intégrale,  non  de  l'équation  (i),  mais 

de  l'équation 

/          dz                                   \ 
fh-^l—,jr,....,x„pi,...,p,]=0, (14) 


où  z  est  regardé  comme  une  fonction  de  f,  Xj, ...  x,.  Quand  on 
pose  dans  celle-ci  t/  =  zt,  z  dépendant  de  l,  on  est  conduit  à  la 
transformée  (1 1),  et  réciproquement  de  l'équation  (1 1) ,  on  repas- 
sera à  l'équation  (H),  en  supposant  uniquement  y  =  zt.  Ainsi, 
l'équation  (15)  est  une  solution  de  l'équation  (14),  parce  que  (12) 
est  une  solution  de  (  1 1). 

Mais  pour  repasser  de  l'équation  (ii)  à  Téquation  (l)jil  ne 
suffit  pas  de  supposer  y  =  zt,  il  faut  aussi  tenir  compte  de  l'équa- 
tion (9) ,  qui  exprime  que  z  est  indépendant  de  t.  Par  conséquent, 
on  trouvera  une  intégrale  de  (i),au  moyen  de  (15), en  éliminant  t 
entre  cette  relation  et  celle-ci, 

êP  _       <?F 

qui  est  équivalente  à  (9)  et  où  y  est  supposé  remplacé  par  zt. 
Autrement  dit  encore,  on  trouvera  une  intégrale  de  (1),  en  éli- 
minant y  et  (  entre  les  équations  (8),  (12),  (15). 

Remarque.  Si  l'équation  donnée  est  homogène  par  rapport 
aux  quantités  p,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(p.        p,_  |\ 
s,j:„...,x.,— .  M-^—   =0 (!') 
P'.         P-  / 

f(^,x ..A-'^)^o 

\dt  p„  p»  I 


La  transformée 


ne  contient  pas  explicitement  f ,  ce  qui  est  une  nouvelle  simplifî- 
(  a  lion,  comme  on  le  verra  plus  bas  (n"  15). 


(6  ) 

4.  Définition  d'une  équation  aux  dérivées  partielles ,  d'après 
Lie  (*).  Quand  on  considère  une  variable  x,  qui  varie  de  -  oo  à  -+■  oc^ 
ou,  plus  généralement,  qui  prend  toutes  les  valeurs  imaginables, 
on  dil  qu'elle  est  susceptible  de  recevoir  un  nombre  infini  de 
valeurs.  On  peut  dire,  de  même,  que  le  système  des  deux  variables 
.T,  y,  peut  prendre  oc^  valeurs,  que  le  système  des  trois  variables 
.r,  y,  z,  peut  prendre  oc^  valeurs,  et  ainsi  de  suite.  En  général, 
dire  que  le  système 

peut  prendre  00"+*  valeurs, signifie  que  chacune  des  variables  peut 
recevoir  toutes  les  valeurs  imaginables. 

Si  deux  variables  x,  y ,  sont  liées  par  wnc  équation 

X  peut  prendre  00  valeurs,  et  à  chaque  valeur  de  la  variable  ;r  en 
correspondra  seulement  un  certain  nombre  de  la  variable  y;  dans 
ce  cas,  on  dira  que  le  système  {x,y)  n'a  que  00  valeurs,  et  non  oc- 
comme  dans  le  cas  précédent.  De  même,  (« -+-  1)  variables  liées 
entre  elles  par  1,2,...,«  relations  seront  dites  avoir  oc",  oe"~',...,  oo 
valeurs. 

Si  l'on  regardre  x,  y,  z,  comme  les  coordonnées  d'un  point 
dans  l'espace,  l'ensemble  des  trois  coordonnées  x,y,  z  peut  aussi 
être  appelé  point,  et  l'on  pourra  dire  que  l'espace  contient  00' 
points,  une  surface  oo^  une  courbe  00  seulement.  On  peut  conve- 
nir d'appeler  point,  d'une  manière  générale,  l'ensemble  de  (n  -4-  1  ) 
valeurs  (z,x,,  ...,  x,,)  dites  coordonnées,  cl  espace  à  {n  -^  \) dimen- 
sions, l'ensemble  des  points  qui  correspondent  à  toutes  les  va- 
leurs possibles  de  ces  coordonnées.  Si  l'on  considère  parmi  les  oc"+  ' 
points  de  l'espace  à(w  -4-  i) dimensions, ceux  dont  les  coordonnées 
satisfont  à  l'équation 

f{Z,Xi,...,X„)=:0, 

(*)  LiE,Nachrichten  de  Gôllingeji,  1872, n»  16,  pp.  32 1 -326, 11°  25,  pp.Alô- 
489,  et  pp.  151  sqq.du  grand  Mémoire  :  Ueber  Complexe,  insbesondere  Linien- 
und  Kugelcomplexe ,  mil  Anwendung  auf  die  Théorie  parlieller  Differen- 
Halgleichungen  (Malhemalische  Annalen,  l.  V,  pp.  145-256).  [C'est  C.^ucuy  qui 
s'est  occupé,  le  premier,  des  espaces  à. un  noml)re  quelconque  de  dimensions 
(Comptes  rendus,  l.  XXIV,  pp.  885-887).] 


(  7) 

on  a  une  variété  à  n  dimensionSj  contenant  oo"  points.  L'ensemble 
des  points  représentés  par  deux,  trois,...,  n  équations  semblables, 
constituent  une  variété  ù  (n  —  i),  (n  —  2),...,  1  dimension.  Les 
points  eux-mêmes  peuvent  être  dits  de  dimension  nulle. 

Dans  l'espace  à  5  dimensions,  on  distingue,  parmi  les  surfaces, 
celle  dont  l'équation  est  du  premier  degré  ou  le  plan  : 

pX  -t-  gY  —  Z  -H  P  =  0. 

Le  plan  est  déterminé  si  l'on  connaît  ses  coefficients  de  direction 
p.fj,  —  i,  et  l'un  de  ses  points,  x,  y,  z.  Son  équation,  dans  ce 

cas ,  est  : 

piX-  x)-hq  (Y  — y)  -  (Z  -  =)  =  0. 

Un  point  et  un  plan  passant  par  ce  point  constituent  un  élément 
de  l'espace.  Un  élément  de  l'espace  est  donc  déterminé  par  cinq 
quantités,  dites  ses  coordonnées, 

(t.  par  suite,  l'espace  en  contient  x*. 

Parmi  les  éléments  de  l'espace,    ceux  dont   les   coordonnées 

satisfont  à  l'équation 

f(x,y,z,p,q)  =  0 

Miiit  en  nombre  oo*,  et  sont  dits  les  éléments  de  cette  équation,  ou 
les  éléments  de  la  figure  représentée  par  cette  équation,  si 
Ton  peut  ainsi  parler.  Par  chaque  point  de  l'espace,  passent»* 
plans,  dont  x  seulement  constituent,  avec  ce  point,  oo  éléments  de 
l'équation /".  Ces  00  plans  enveloppent  un  certain  cône  ayant  le 
point  commun  pour  sommet.  En  un  certain  sens,  on  peut  donc 
«lire  que  l'équation  /'=  0,  représente  aux  environs  de  leurs 
îommcts,  oo'  cônes  ayant  chacun,  en  ces  points,  oc  plans  tangents. 
Dans  l'espace  à  (n  -f- 1)  dimensions,  nous  pouvons  appeler /j/an 
ia  variété  à  n  dimensions  dont  l'équation  est  linéaire  par  rap- 
port aux  coordonnées  courantes.  Un  plan  passant  par  un  point 
(r,  r, ,...,  X,),  a  pour  équation 


;),  (X,  —  X,)  -♦-    •  -4-  /)„  (X„  —  x„)  —  (Z  —  Z)  =  0, 


i 


(8) 

et  constitue  avec  le  point  lui-même  un  élément  de  l'espace,  dé- 
terminé par  les  (2n  -4-  1)  coordonnées: 

L'espace  contient  oo^"+'  éléments.  La  figure  représentée  par  l'équa- 
tion 

f{z,Xi,...,x„,p^,...,p„)  =  0 

est  l'ensemble  des  éléments,  en  nombre  oo^"  qui  satisfont  à  cette 
équation.  Ces  éléments  sont  dits  les  éléments  de  l'équation  ou  de 
la  figure  correspondante. 

5.  Nouvelle  manière  d'envisager  l'intégration  des  équations 
aux  dérivées  partielles.  Pour  Lie,  intégrer  une  équation  aux  déri- 
vées partielles,  à  trois  variables,  par  exemple, 

/■(a?,î/)=,P,?)=0, (16) 

c'est  trouver  toutes  les  figures  contenant  oo^  des  oo*  éléments 
représentés  par  cette  équation ,  et  telles  que  deux  éléments  infi- 
niment voisins  satisfassent  à  l'équation 

dz  =  pdx-\-qdy (17) 

De  même,  intégrer  une  équation  à  (n  -t-  \)  variables 

/■(z,a;i,...,a;„,pi,...,p„)  =  0, (1) 

c'est  trouver  toutes  les  figures  contenant  oo"  des  oo*"  éléments 
représentés  par  cette  équation ,  et  telles  que  deux  éléments  voi- 
sins satisfassent  à  l'équation  : 

dz-=pidx^-\ — -\- PndXn (18) 

Si  dans  l'équation  (16),  on  suppose  x,y,z  constants,  p,  q  varia- 
bles, les  éléments,  obtenus  ainsi,  satisfont  à  l'équation  (17),  puis- 
que l'on  a  : 

do;  =  0 ,    dy=Q,    (/;  =  0  ; 

mais  ces  éléments  ne  sont  qu'en  nombre  simplement  infini.  De 
même  les  éléments  représentés  par  l'équation  (1)  quand  on  y 
regarde   le  point   comme  fixe,  satisfont  à   la   condition   (18), 


mais  sont  seulement  en  nombre  oc""'.  Les  flgures  correspon- 
dantes ne  sont  donc  pas  des  intégrales. 

Les  équations  (a)  et  (6)  du  n"  2,  qui  donnent  oc""*"'  éléments  de 
l'équation  (4),  transformée  de  (I  ),  n'en  donnent  plus  que  ac"  quand 
on  suppose  F  constant.  De  même  l'équation  (12)  du  n°  5  et  les 
valeurs  de  ^,  ^, ... ,  ^  que  l'on  en  déduit,  représentent  oo"-*"' 
éléments  de  l'équation  (11),  et  donnent,  par  suite,  une  intégrale  de 
cette  équation  (il);  mais  si  l'on  suppose  l'existence  de  la  rela- 
tion (io)  ou  (9),  ces  éléments  ne  sont  plus  quau  nombre  de  oc", 
et  donnent  une  intégrale  de  Tcquation  (I). 


§  i.   fiéMéfaliot*  dv%  équations  éi  troi»  rmrinbtm:   Théorie 
«fe  l.ag»'attge  ('). 

•.  Génération  de  ces  équations,  de  trois  manières  différentes. 

Soit 

z  =  ¥(x,y,a,b) (I) 

une  relation  entre  x,  y,z,où  entrent  deux  constantes  arbitraires 
a  et  6.  On  déduira  de  là  : 

p  =  F',(x,y,a,b)     q  =  Fl(x,y,a,b) (2) 

Éliminant  a  et  6  entre  ces  trois  équations,  on  aura 

f(x,y,z,p,q)  =  0,    ou    s=?(a?,y,p,</), (3) 

équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 

(*)  La  distincUoD  des  trois  sortes  d'intégrales  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  est  due  à  Lagra>ge  (Mémoires  de  Berlin,  1772, 
Œuvres,  l.  III,  n»  12,  p.  372;  1774,  Œuvres,  t.  IV  ,  n»  41,  p.  63,  n'  47, 
p.  74;  Leçons,  etc.,  pp.  367  et  suivantes).  Voir  aussi,  Pfaff  (Mémoires  de 
Berlin,  1814-1813),  passim,  et  Jacobi,  Ueber  die  Pfaffsche  Méthode , etc. 
(Journal  de  Crelle,  t.  II,  pp.  348-349),  et  surtout,  Vorlesungen,  pp.  471-309. 
Nous  nous  servons  principalement  ici  de  l'exposition  d'lMSCHE.>ETSKV,  cha- 
pitre 1,  pp.  9-19.  Grai:hdorge,  I,  pp.  1-9,  est  moins  complet. 

Noas  recommandons  au  lecteur  une  exposition  plus  simple  de  cette  théorie, 
donnée  plus  bas  à  propos  des  équations  simultanées,  et  qui  ne  semble  pas 
avoir  été  remarquée  (n"  12). 


(  iO  ) 

Si  l'on  remplace  a  et  6  par  des  fonctions  convenables  de  x  et 
de  y,  il  peut  arriver  que  léquation  (I)  conduise  à  la  même  équa- 
tion (5);  il  surtira,  pour  cela,  que  les  nouvelles  valeurs  de  p  et  (f. 

.       -JF  da       JF  db 

;j- F.-»-  — — -4- — -  — , 

da  dx       db  dx 

S¥  da       SV  db 

g  =  F„  H-  v: 1 » 

da  dy       db  dy 

se  réduisent  aux  anciennes,  c'est-à-dire  que  l'on  ait  : 

S?  da       <JF  db  ^F  da       JF  db 

1 =  0.     1 (4) 

J"»  dx       ^b  dx  Sa  dy        Sb  dy 

On  déduit  de  ces  dernières  : 

o,  b     SV  a,  b     <?F 

D  -^  •  --  =  0,     \) =  0, (5) 

x,y     rJa  x,y     Sb 


relations  auxquelles  on  satisfait  :  1"  en  posant 
2"  en  posant 


S¥  S¥ 

— =0,     —  =  0; (6) 

Sa  Sb  ^ 


a.b 

D^— =  0     ou     b  —  rra, (7) 

a-,  y 

n  désignant  une  fonction  (juelconque.  Dans  ce  cas,  les  deux  équa- 
tions (4)  se  réduisent  l'une  et  l'autre  à 

S?       s?  Stt 

, =  0 s    ....  (8) 

Sa      Sb  Sa 

Les  deux  équations  (6),  ou  les  équations  (7)  et  (8)  suffisent  pour 
déterminer  les  fonctions  «  et  6. 

Nous  verrons  dans  le  numéro  suivant  que  toutes  les  solutions 
de  l'équation  (2)  sont  comprises  parmi  les  solutions  données,  soit 
par  l'équation  (1),  dite  intégrale  complète  de  (2),  ou  par  les  équa- 
tions (1),  (7),  (8),  où  n  est  arbitraire,  ce  qui  constitue  Y  intégrale 
générale,  ou  enfin,  par  les  équations  (i)  et  (6),  qui  fournissent 
la  solution  ou  intégrale  singulière. 


(  1>  ) 

Géométriquement,  l'équation  (5)  exprime  une  propriété  des 
lans  tangents  aux  surfaces  représentées  par  l'intégrale  complète, 
u  des  enveloppes  de  celles  ci,  que  donne  l'intégrale  générale, 
>u  enfin  des  enveloppes  d'un  autre  genre  représentées  par  l'inté- 
;rale  singulière.  Les  premières  enveloppes  touchent  les  sur- 
aces (1),  chacune  suivant  une  courhe  donnée  par  les  équations (1), 
7),  (8) ,  les  secondes  en  des  points  donnés  par  (1)  et  (6). 

7.  Toutes  les  intégrales  de  V équation  (3)  sont  données  par  {i)^ 
1)  et  (6),  ou  (1),  (7),  (8).  Soit 

=  =  y(a-,y) (9) 

me  relation  satisfaisant  à  l'équation  (5),  c'est-à-dire  telle  que 

^x.y)  =  ?(a:.y,-.-j (10) 


(11) 


>oit  une  identité.  Posons  : 

JF       J; 

dx       Sx 

5¥       ii 
Sy        Sy 

2l  tirons  de  là  les  valeurs  de  a  et  6,  qui  seront  constantes  ou  non. 
Pour  ces  valeurs  de  a  et  6,  on  aura  identiquement,  puisque  F  est 
une  solution  de  (5)  : 

F(aF,y,o,6)=?(a;,y,— ,  — J; (12) 

»u,  à  causç  des  relations  (tO)  et  (H) , 

F(ar,y,o,6)  =  ^(x,y) (13) 

Ainsi  l'équation  (9)  devient  identique  à  l'équation  (1),  si  a  et  6  ont 
les  valeurs  déduites  des  équations  (H).  De  plus,  ces  valeurs  de  a 
et  6  satisfont  aux  équations  (4),  si  elles  ne  sont  pas  constantes. 
On  a,  en  effet,  pour  ces  valeurs  de  a  et  6  : 

_  .^F       S¥  da       S¥  db       S'^ 
ëx      èa  dx      Sb  dx      Sx  ' 

SV      SV  da       SV  db      Si 

q  = 1 1 =r  —  ; 

Sy      Sa  dy       Sb  dy      Sy 


(  i2  ) 
d'où,  au  moyen  des  équations  (H)  : 

<^F  da       è?  db  _ 
Sa  dx       Sb  dx         ^ 

S¥  da       S¥  db  _ 
Sa  dy       Sb  dy 

Ce  sont  précisément  les  relations  (4).  Ainsi,  l'équation  (9)  est  com- 
prise dans  l'une  des  trois  intégrales  dont  il  est  parlé  au  n"  pré- 
cédent. 

On  remarquera  que  deux  des  équations  (11)  et  (13)  entraînent 
la  troisième,  de  sorte  que  l'on  peut  déterminer  a  et  6,  au  moyen 
de  deux  quelconques  de  ces  trois  relations. 

8.  Extension  de  la  théorie  précédente  au  cas  d'une'  relatioti 
implicite  entre  x,  y,  z.  L'équation 

F{x,y,z,a,b)  =  0 (!', 

donne,  par  dérivation  : 

SF       SF  SF       SF 

Sx       Sz^  '     Sy       Sz  ^  ' 

et,  par  élimination  de  a  et  6,  entre  ces  dernières  équations  : 

nx,y,z.,p,q)=0, (3'j 

si  a  et  6  sont  dts'  constantes ,  ou  des  fonctions  de  x  et  y  telles  que 


i\     SF               /dF  da       SF  db\     SF       ^       ,„^ 
.):— =0,      ( 1 ):  — =  0.  .(i'> 

cj    Sz  \Sa  dy       Sb  dy)    Sz 


/SF  da       SF  db\     S  F      „        /dF  da       SF  db\    SF 
\Sa  dx      Sb  dxj 


On  déduit  de  ces  dernières,  comme  plus  haut, 


SF  SF 


a.b  Sa       ^       ^a,b  Sb  ^ 

X,y  SF  x,y  Sh  ^ 

Sz  Sz 


(  13  ) 
■dations  auxquelles  on  satisfait  :  i"  en  posant 


^^_0,      -4  =  0; 


c'est-à-dire , 
2?-  ou  bien  : 


l!i  =  0,     -=0; (6') 

(la         '     rf6 

D^^  =  0,    c'est-à-dire    ^[a,b)  =  0,  .    .    .    .   ■   -   (70 

r  désignant  une  fonction  quelconque.  Dans  ce  dernier  cas,  les 
équations  (d),  à  cause  des  relations  suivantes,  déduites  de  (7')  : 

Srr    âr  db    da^ db    (ta 

l^'lb~~  dx'  dx~      dy' dy' 

Bvicnnent  l'une  et  lautre 


S^       SV       £a 


£F 

que  Ion  peut  écrire 

da  '    db  da 


Sb 

—  =  0, 


^^^^-^=0 (8') 


Le>  deux  équations  (6),  ou  les  équations  (7)  et  (8'),  suffisent  pour 
déterminer  les  fonctions  a  et  b. 

Toute  relation  ,.,, 

satisfaisant  à  réqualion  (5  ),  c'est-à-dire  telle  que  les  valeurs  r„p„9, 
de 

dz     dz 
"'dx'dy' 


(  14) 

que  l'on  en  déduit,  donnent  identiquement  : 

f(a;,y,z^,p„q,)  =  0, (10 

appartient  à  l'une  des  trois  classes  de  solutions  indiquées  plu 
haut.  En  effet,  déterminons  a  et  6,  par  les  relations  : 

P  =  Pi,    ?  =  gt. (H 

p  et  q  étant  les  valeurs  déduites  de  (2).  En  comparant  l'équa- 
tion (iO')  à 

f(x,y,5,p,q)=:0, (.3': 

et  tenant  compte  de  {M'),  il  viendra  : 


On  prouvera  ensuite,  comme  plus  haut,  que  les  valeurs  o  et  6 
déterminées  par  les  équations  {i  i  ')  satisfont  aux  équations  (4' j, 
ce  qui  achève  la  démonstration  du  théorème  (*). 

Remarque.  L'intégrale  générale,  donnée  par  les  équations  (1') 
(7')  (8')  ne  comprend  pas,  en  général,  la  solution  singulière, 
donnée  par  (!'),  (6).  En  effet,  les  équations  (7')  (8')  donnent  le 
plus  souvent  : 


dz 

dz 

da 

db 

■        z 

—  —  ■  . 

èT 

e)V 

Sa 

Sb 

qui  n'a  pas  pour  corollaires  les  équations  (6). 

L'intégrale  complète  peut  se  déduire  de  l'intégrale  générale, en 

(*)  Les  explicalions  de  ce  numéro  auraient  élé  inutiles,  si  Imscheinetskv, 
§6,  pp.  18-19,  GRAiNDORGE,n»  10,  pp.  7-9,  n'avaienllaissë de  côté  le  dénomi- 
nateur -g- .  On  sait,  par  la  théorie  des  solutions  singulières  des  équations 
diflférentielles  ordinaires,  que  l'on  doit  soigneusement  éviter  de  (aire  dispa- 
raître les  dénominateurs  de  ce  genre,  parce  que  seuls,  très-souvent,  ils' 
conduisent  à  la  solution  cherchée,  quelque  forme  que  l'on  donne  à  la  fonc- 
tion F,  quand  les  infinis  de  ^  sont  à  une  distance  Unie.  D.\rboux  (Bulletin 
des  sciences  mathématiques  et  astronomiques,  t.  IV,  p.  158,  note  2)  a 
méconnu  l'importance  de  celle  remarque. 


faisant  entrer  deux  constantes  arbitraires  dans  v.  II  est  clair,  d'ail- 
leurs, que  l'on  peut  trouver  une  infinité  d'intégrales  complètes  (*). 

9.  Exemples  (**).  I.  L'équation 

z-=^a-^bx-^  bmy 


donne 


p  =  b,    q  =  bm, 
q  =  mp. 


La  solution  singulière   n'existe  pas,  car  les  équations  (G)  sont 
dz      ,  dz 

dont  la  première  est  absurde.  L'intégrale  générale  est  donnée  par 
élimination  de  a  et  6  entre 

z-=  a-^-b  {x  +  my), 
b==ra, 

0  =  1 -h  ^'a  (j -+- mj/), 
ce  qui  conduit  à 

X  désignant  une  fonction  quelconque. 

II.  Soit 

s  =  a  -i-bx  -i-  y  fia ,  6). 
On  aura  : 

P  =  b,    q  =  f(a,b). 


C )  Lagr.vxge  (Mém.  de  Berl.,  1774,  (Huvres,  I.  IV,  p.  80).  La  théorie 
complète  des  relatioDs  qui  existent  entre  les  intégrales  complètes  a  été 
esquissée  par  Jacobi,  Vorlestmgen,  pp.  471-509,  et  en  divers  endroits  de  ses 
mémoires,  et  par  Mayer,  Math.  Annalen,  t.  III,  pp.  449-432  et  Nachrichten  de 
Golliugen ,  1872,  n»  21 ,  pp.  403-420  ;  mais  ce  difficile  sujet  ne  peut  être  traité 
qu'au  moyen  de  la  théorie  générale  des  transformations  de  Lje,  que  ce  géo- 
mèli-e  n'a  pas  encore  publiée  (voir  Nachricbten,  1872,  p.  484).  C'est  jwurquoi 
nous  nous  contenions  d'exposer  la  partie  absolument  nécessaire  des  recherches 
de  ces  géomètres. 

I**)  Lagra>gk  (Mém.  de  Berlin ,  1774,  Œuvres,  t.  IV,  n"  39,  pp.  6.3-64; 
II"  il),  pp.  73  et  suivantes). 


I 


(16) 
On  tire  de  là  l'équation  : 

q  =  f{z.-px  —  qy,p). 

III.  Équation  de  Clairaut  généralisée.  Nous   appelons  ainsi 
l'équation  que  l'on  déduit  de 

z^=ax-{-by-hf{a,b) , 

en  éliminant  a  et  6,  au  moyen  des  relations  suivantes,  trouvées 

par  dérivation, 

p  =  a,     q  =  b. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  est  donc 

z  =  px-^qy-i-f{p,q). 

L'intégrale  générale  de  celle-ci  est  donnée  par  les  équations  : 

z^=ax-\-by-\-f(a,b), 

b  =  ;ro, 

Sf        Sf 

0  =  a;  -+-  yTc'a  h h  —  tu' a. 

Sa       àb 

Elle  représente  une  surface  développable,  enveloppe  du  plan  dont 
l'équation  est  l'intégrale  complète. 
La  solution  singulière 

z  =ax-\-by -\- f[a,b) 
Sf  Sf 

Sa         '      -^      Sb 

i*eprésente  une  surface  tangente  à  chacun  de  ces  plans  en  un 
point,  ou  à  chaque  surface  développable  suivant  une  courbe 
(comparez  le  n°  21). 

IV.  Comme  exemple  d'équation  de  Clairaut  généralisée,  soit  à 
résoudre  le  problème  suivant  :  «  Trouver  les  surfaces  dont  le 
plan  tangent  est  à  une  distance  constante  h  de  l'origine  des 
coordonnées.  »  L'équation  du  problème  est 


z  =  px -{-qy  -i-  h\/\  -Hp*H-g^. 


(  17) 

L'intégrale  complète  est  l'équation  d'un  plan  quelconque,  situé 
à  une  distance  h  de  l'orisine  : 


z  =  ax-\-by-^h  J/ 1  -i-  a*  -t-  ô*. 

La  solution  singulière  est  la  sphère, 

a;'  -♦- 1/'  +  3*  =  h*. 

tangente  à  tous  ces  plans. 

L'intégrale  générale  représentera  une  surface  développable 
quelconque  circonscrite  à  cette  sphère.  Si  l'on  fait,  par  exemple, 

avi  -\-bn  =  l, 

on  trouve  un  cylindre  de  révolution;  car  cette  relation  équivaut, 
dans  le  cas  actuel,  à 

k  cause  de  p  =  a,  q  =  b  (voir  n°  20). 
Si  l'on  fait 

h  V/ 1  -»-  a*  -t-  6*  =  k  —  ma  —  nb , 

uve  un  cône,  qui  sera  encore  de  révolution,  puisqu'il  est 
nscrit  à  la  sphère.  En  effet,  on  a,  dans  ce  cas  : 

z  =■  ax  -i- by -i- {k  —  ma  —  nb), 
et 

z  —  k  =p  (or  —  m)  -4-  g  (1/  —  n), 

qui  appartient  au  cône  ayant  pour  sommet  (m,  n,  k)  (voir  n»  20). 
On  peut  remarquer,  avec  Lagrange  ,  à  propos  de  cet  exemple, 
qu'il  est  impossible  de  déterminer  77  de  manière  que  l'intégrale 
générale 

«  =  a j -+- y  -ra -t-  h\/l  -H  a*  -»-(raj*, 
a-^  ra.Tc'a 


0  =  X  -i-  yz'a  -\-  h 


y/\  ^a*-t-(Ta)» 


représente  la  sphère.  On  ne  peut,  en  effet,  éliminer  x,  »/ et  z 
entre  les  deux  équations  que  nous  venons  d'écrire  et  celle  de  la 
sphère.  D'ailleurs,  ces  deux  équations  représentent  une  surface 

5 


(   '8  ) 

développable,  et  l'on  sait  que  la  sphère,  analytiquement  parlant, 
est,  comme  toutes  les  surfaces  du  second  degré  à  centre  unique, 
une  surface  gauche;  chaque  génératrice  est  imaginaire,  sauf  en 
un  point. 


§  5.  Généi'aliot»  deg  équalion»  à  uu  notnbi'e  quelconqtttf 
*te  var-iable»,  Théo$'ie  de  Ejugt'ange  (*j. 

10.  Génération  de  ces  équations,  de  trois  manières  différentes. 

Soit  la  relation 

2  =  F(a;,,a;j,  ...,a7„,ai,  «2,  ...,  a«) (1) 

On  en  déduit  : 

^F  <?F  JF  ... 

En  éliminant  a,, ...,  a„,  entre  les  équations  (1)  et  (2),  on  trouvera 
une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre  : 

/■(3,a;,,...,ic„,p,,...,p„)  =  0, 
ou 

Z='f(x,,Xi,...,X„,p^,lJ^,...,Pn) (ô; 

On  trouve  la  même  équation  (3)  en  supposant  que  a, , ... ,  a„  soient 
des  fonctions  de  ac,, ...,  x„ ,  telles  que  l'on  ait  : 

J'F  da.  JF  dOn 

-  + -4- =  0, (4.) 

(J'Ai  dXi  ^a„  dXi 


JF  da,  J'F  da„ 

-  + +  ^ =0 

^«4  dXu  oOu  dx„ 


On  déduit  de  ces  relations,  en  posant 

a,  ...a„ 
A  =  D : 

Xi  .. .  Xn 

S¥  S?        ^  3V 

A-— =0,   A  — =  0,...,Aj-=0 (3) 

Sa^  àa^  Sa,, 

(*)  Nous  féiluisons  ce  qui  se  rapporte  aux  équations  à  n  variables  indépen- 
dantes au  strict  nécessaire,  les  principes  ayant  été  suffisamment  exposéd 
dans  le  paragraphe  précédent. 


(  19  ) 

)ii  satisfait  à  ces  dernières  de  diverses  manières  :  i"  en  posant 

JF  <?F  JT 

—  =  0,  — =0,..., —  =  0,   . (6) 

quations  qui  suffisent  pour  déterminer  les  fonctions  a;  2"  en 

lOsant 

a,  .. .  a„ 
D— =0 (7) 

J7|  .  • .  Xn 

lette  équation  (7)  sera  vérifiée  chaque  fois  que  les  fonctions  a,, 

,,... ,a„ne  seront  pas  indépendantes  les  unes  des  autres.  Soit 

;=(w  +  A),  et,  pour  simplifier  les  écritures,  écrivons  ôj,  &:, ...,&«,; 

a  lieu  de  «i^,,  ai,+i, ...,  a„.  Pour  satisfaire  à  l'équation  (7),  nous 

crirons  : 

b,=x,  (a^,a^,.  .,«*), (7;) 

ft,  =  ^,  (ai,aj,...,ai), (7;) 


6m=Ti»(«i,  flî,.  ..fli) ("i.) 

»n  aura  donc,  pour  l'une  quelconque  des  quantités  6, 

db ^T  da,       ^T  da^  Stc  dai 

dx      Sa^  dx      Sa^  dx  Sok  dx 

I  en  résulte  que  chacune  des  équations  (4)  prend  la  forme 

IS¥       S¥  Sr,  S?  ST„\da.  \ 

1 1 1 — --{ 1 

XSa^      Sb^  Sa,  Sbra  ^a,  /  dx  1 

} (•*') 

[Sat   ■  <?6,  Soi  J6„  Sat  j  dx  ~       ] 

lultiplions  les  équations  (4;)  (4;)  (43) ...  (4*)  respectivement  par 
x,,(lxi,  ilxz,  ...jrfxi,  ajoutons  les  résultats,  il  viendra  : 

pF        ^F  Jt,  ^F  Sx„\ 


IdV        SF  <?'T  SF  St„\ 

I 1 1 1 

\dat       db,  Sat  Sbm  Sat  / 


dat  =  0. 


(  20  ) 

Les  fonctions  «i ,  a^,  ...  a^  sont  indépendantes  les  unes  des  autres, 
et,  par  suite,  leurs  différentielles  sont  arbitraires;  on  tire  donc, 
de  l'équation  précédente,  les  k  relations  : 

<?F       <Î~F  J'T,  ^F  Jv„,  dz 

-— -t-— -— in H—- — -=0    ou    —  =  0,  .   .   .  (8,) 


. , __i^ 1 _Ji'=o    ou    — =0.  .  .  .  (8i) 

Les  relations  (7)  et  (8)  sufliront  pour  déterminer  les  fonctions 
a  et  b.  Les  cas  les  plus  remarquables  sont  ceux  où  m  =  i  et  où 
wj  =  (n  —  i).  Si  ni==  i,  k  =  [n  —  1),  et  les  équations  (7)  et  (8) 

deviennent  : 

.    .        o„  =  T(fl,,aj,as,...,fl„_)), (7'") 

JF  J'F     ^TT  JF  ^F    ^TT 

Si  m  =  {n  —  \),k  =  \,  et  les  équations  (7')  et  (8)  deviennent 


fl,  =/T,  (a„),    «4=  TTj  («„),...,  a«-{  =T„-i  (a,,), 
<ÎF    "  S?  ^F  ^F 


La  solution  (1)  de  l'équation  (5),  est  V intégrale  complète;  la 
solution  donnée  par  les  relations  (1)  et  (G)  est  la  solution  sin- 
gulière; la  solution  donnée  par  les  relations- (4),  (7"),  (8)  est 
V  intégrale  générale;  les  autres  solutions  données  par  (1),  (7),  (8) 
n'ont  pas  reçu  de  nom  particulier.  Elles  sont  intermédiaires  entre 
la  solution  singulière  et  l'intégrale  générale;  on  peut  les  appeler 
intégrales  semi-singulières. 

Ce  qui  précède  peut  s'exposer  facilement  encore,  quand  la  relaj 
tion  (1)  entre  z,  les  a:  et  les  a  est  donnée  sous  forme  implicite. 

11.  Toute  intégrale  de  l'équation  (3)  est  comprise  dans  le 

précédentes.  Soit 

z  =  'p{x^,.r„...,x„), (8 


(  21  ) 
me  solution  de  (5;,  c"csl-à-dire  supposons  que 


Posons 


(dp  àp  \ 

à?         ôl.         dF         5à  ^F  ^ 

Sxi       Sxi       Sx^       Sx^         Sx»       Sx» 


(10) 


(H) 


ît  tirons  de  là  les  valeurs  de  a, ,  a^,  ...,a„.  Pour  ces  valeurs,  on 
lura  identiquement,  puisque  F  est  une  solution  de  (3), 

/  S¥  SF\ 

F(d;,,...,a:„,a„...,a„)  =  ?  ja;j,...,a-„,  — ,  — .  — K   •   •   -  C^^) 

-JF        ôV  doi  dF  da„       Sp 

dXi       cJffj  dj-,  àa„  dx,       àx^ 


_  ^       JF  da,  :?¥  da„  _  Ji 

Sx„      da,  (/j-„  -fa,,  ddj„      Sx„  ' 

d'où;  au  moyen  des  équations  (H),  F  ^i  et  les  équations  (4). 
La  solution  r  =  ^  est  donc  comprise  parmi  celles  qui  ont  été  don- 
oées  au  numéro  précédent.  On  peut  encore  déduire  les  quan- 
tités a  de  l'équation  (12)  et  de  (n  —  I)  des  équations  (11). 

Si  la  solution  (9)  était  donnée  sous  forme  d'une  relation  impii- 
ite  entre  z  et  les  x,  on  pourrait  faire  encore  la  démonstration 
précédente. 

Il  résulte  d'ailleurs  de  tout  ce  que  nous  venons  de  démontrer 
qu'tï  suffit  d'avoir  la  solution  complète  d'une  équation  aux  déri- 
vées partielles  pour  en  connaître  toutes  les  solutions.  Ainsi,  par 
exemple,  toutes  les  solutions  de  Véquation  de  Clairaul  généra- 
Uiée  (comparez  le  n"  28) 

peuvent  se  déduire  de  l'intégrale  générale  :         Ccv,^/Ujl  k 
5  =  a^x^  -H  o^j  H h  a„Xn  -4-  /"(a,,  o, , . . . ,  a„). 


(  22  ) 

[1^.  Génération  des  équations  aux  dérivées  partielles  simul- 
tanées (*).  Considérons  la  relation 

z  =  V(x^,x^,...Xn,a^,a^,...  .a„,)^in  <^7i (1') 

On  en  déduit 

En  éliminant  ai ,...,  a„,  entre  ces  (n  -+-  1)  équations,  on  trouve  le 
système  suivant  de  k  =  {n  -\-  i  —  m)  équations  simultanées,  aux 
dérivées  partielles  et  du  premier  ordre, 

A  =  o,A  =  o,...,A  =  o, (ô') 

cliacune  des  fonctions /"dépendant  de  l'ensemble  ou  d'une  partie 
des  quantités  r,  x, , ...,  x„,pt, ...,  p„. 

On  trouve  les  mêmes  équations  (5'),  si  Ion  suppose  que  a,,. ..,o„,, 
soient  des  fonctions  des  variables  telles  que 

^V  JF 

— -(/fliH ^^-drr,n  =  (): (4') 

dfl,  dflm 

car,  dans  ce  cas,  on  aura 

dz  =  -—  da-i  H 1-  - —  dx,„ , 

relation  équivalente  aux  équations  (2').  L'équation  (4')  elle-même 
est  équivalente  aux  n  équations 

^F  dOt  £F^  dflu  _ 

^Oi  dx  ^a,,,  dx 

Pour  satisfaire  à  l'équation  (4')  on  peut  poser,  en  premier  lieu , 

d«,  =  0,  ...,dam  =  0, 

ce  qui  conduit  à  V intégrale  complète  (4'). 

En  second  lieu,  on  peut  se  donner  les  équations 

^F  '^F 

—-=0,...,  —  =0, 

ce  qui  conduit  à  la  solution  singulière. 

(*)  Le  lecteur  remarquera  que  ce  numéro  12  contient,  sous  une  forme 
exlrêmemenl  condensée,  tous  les  résultats  précédents  relatifs  à  la  génération 
des  équations  aux  dérivées  partielles. 


(  23  ) 

En  troisièiue  lieu ,  on  peut  supposer 

o«  =  x(tfi,....a»,-i), 
ee  qui  donne 

<?F         ^F    J't  ^F  ^F      ^tt 

1 =  0, ..., 1 =  0: 

OU 

a»r-l  =  ^,  («1,  ...,am-i);am  =  ^i(ai,  -.■.Om-i), 

ce  qui  donne 

JF  J'F     d.T,         <?F  Jx, 


<5'F  JF       J'.r,  dF     J'.r, 


et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  on  peut  faire  des  hypothèses  intermédiaires  entre  les 
précédentes,  par  exemple,  poser 

JF 

Dans  tous  les  cas,  on  est  conduit  à  un  nombre  d'équations  suffi- 
sant poui"  déterminer  toutes  les  quantités  a. 
Toute  solution, 

est  comprise  parmi  les  précédentes.  Les  valeurs  de  z  et  des 
quantités  p  déduites  de  la  valeur  de  z  satisfont  aux  équations  (5'), 
et  par  suite  aux  équations  équivalentes  (!')  (2).  On  a  donc 

y  (ar^,  ....it,)  =  F(a:,,...,a;,,ai,... ,a„) (10') 

iïi=  fF      :^^Jl_ (11') 

Tirons  de  la  première  de  ces  équations,  par  différcnliation,  la 
suivante  : 

îT^  fp  JF  ^  JF  ^ 

^F    .                     iF 
-+-T— rfffiH ^-■;; — dam (!5') 

«Ta,  dOm 

valeurs  des  quantités  a  tirées  de  m  des  équations (10)  et  (M') 


(24) 

satisfont  aux  autres  équations  (10')  et  (11')  et  par  suite  à  l'équa- 
tion (13').  Or  celle-ci,  à  cause  des  relations  (H  '),  se  réduit  à 

^F  ^F 

-—dat-^- Ht — dam (4) 

Donc,  enfin,  la  solution  z  =  i/-  est  comprise  parmi  celles  aux- 
quelles conduit  cette  relation  (4'). 

Remarque.  Les  fonctions  /"du  système  simultané  (5')  ont  entre 
elles  des  relations  identiques,  comme  on  le  verra  à  propos  de  la 
méthode  de  Jacobi.l 


§  4.  €Séê»éfalioit  des  érjuationt  A  **n   ttotnbre  quelconque 
de  vufiables.   Théot'ie  de  Mjie. 

18.  Génération  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  au 
moyen  de  plusieurs  équations  primitives  (*).  I.  Considérons  une 
variété  à  {n  —  m  -^  i)  dimensions  définies  par  m  équations  con- 
tenant, outre  les  variables,  n  constantes  arbitraires  : 

F^{z,x^,...,œ„,a,,...,a„)  =  0, (I,) 

Fm(s,a;,,...,a;„,a,,...,«„)  =  0 (1,») 

Cherchons  l'ensemble  des  éléments  passant  par  les  points  de  cette 
variété  et  tels  que  l'on  ait 

dz=PidXi-i i-p„dx„ ('2) 

Pour  cela,  considérons  la  variété  à  n  dimensions  dont  l'équation 

est 

F=AiF,M hX,»  ^F,„_, -+-F™  =  0, (ô) 

>'i,  •••»  >m-i  étant  des  constantes  arbitraires.  Tojis  les  points  de  la 
variété  (1)  font  partie  de  la  variété  (5).  Cherchons,  en  ces  points 
de  (3) ,  les  éléments  qui  satisfont  à  la  condition  (2)  ;  pour  cela ,  nous 
devons  écrire  les  équations 

JF  J'F  JF  J-F 

àXi  aZ  aXn  àZ 

(*)  SoPHts  Lie  :  Zur  Théorie  partieller  Differentialgleichungen  ersler 
Ordnung,  insbesondere  ilber  eine  Classification  derselbcn  (Nachrichteii  tle 
Gollingen,  1872,  pp.  473-489,  n»  25),  pp.  480-482. 


(25) 

En  élimiDant  a,,...,  a,,  ji,...,  >  «.-i»  entre  les  équations  (i)  et (4), 
nous  trouverons  une  équation  aux  dérivées  partielles, 

/•(5,x,,...,j:.,|),,...,p«)  =  0. (5) 

dont  tous  les  éléments  satisferont  à  la  condition  (2)  et  auront  leurs 
points  sur  la  variété  (1). 

Réciproquement,  Téquation  (5)  représente  tous  les  éléments 
définis  par  les  équations  (I)  et  (2).  On  déduit,  en  effet,  de  l'équa- 
tion (1),  en  se  servant  de  la  valeur  (2)  de  dz  : 

/JF,  JF,\  fiF.  ^F,\ 

On  voit  par  là  que  («  —  wj) seulement  des  différentielles  dx  sont 
arbitraires,  pour  les  éléments  représentés  par  les  équations  (1) 
et  (2).  Pour  éliminer  m  différentielles  des  équations  (6),  multi- 
plions ces  équations  respectivement  par  i,,  ).2,  ...,)„_i  et  lunité, 
et  ajoutons-les;  égalons  à  zéro  les  coefficients  de  m  différen- 
tielles, en  vue  de  lelimination,  puis  les  coefficients  des  autres,  à 
cause  de  l'indépendance  de  ces  différcnlicllcs  restantes.  Ces  calculs 
nous  conduisent  aux  équations  (4).  Ce  sont  les  conditions  néces- 
saires pour  que  les  éléments  qui  satisfont  aux  équations  (1)  satis- 
fassent aussi  à  l'équation  (2). 

Donc,  enfin,  les  équations  (1)  et  (4)  représentent  les  éléments 
cherchés,  et  la  résultante  (o)  de  ces  équations  est  l'équation  unique 
de  ces  »*"  éléments. 

[H.  Imaginons  que  les  équations  (1)  soient  résolues  par  rap- 
port à  m  des  constanles,  et  appelons  les  {n  —  m)  =  k  restantes, 
6,,  6i, ...,  6i.  Supposons  que  les  nouvelles  équations  ainsi  obtenues 
soient  les  suivantes 

H,  (5,a:,,...,T,,  6,,...,  6*)  — fl,  =  0 (1',) 

H„(3,a;„  ..,a-,,  &„...,  6i)  -  a™  =  0 (!•) 


(  26  ) 

En  raisonnant  comme  dans  le  cas  précédent,  on  sera  amené  à 
éliminer  les  quantités  a,  6  et  ).  entre  ces  in  équations  (!'),  et  les 
suivantes  : 

m        m  m        m 

La  fonction  H  est  définie  par  l'équation 
H  =  >i(Hi  —  fl,)  4-;j(H2— Oj)h H  ;„_,  (H,„_i  —  o,„_i) -^  (H,„  -  a,„), 

ou  encore, 

H  =  >iH,  +  j^h^  +  ...  -+-  /m-i  H,„_i  H-  H,„  -h  h. 

en  posant 

0  =  /jOi  -+-  ;j«j  H h-  ;,„  1  «„,_!  -t-  a„,-4-  /(. 

Les  quantités  «,,  ...,  o„,  n'entrent  pas  dans  les  équations  (4'); 
donc  l'élimination  des  quantités  o,6,  A,  entre  les  équations  (!') 
(4')  revient  à  celle  des  quantités  6  et  ).  entre  les  équations  (4'). 

Enfin ,  si  l'on  considère  la  relation  unique 

H-/t  =  0 (l"j 

et  si  l'on  cherche  l'équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  correspondante,  on  sera  aussi  conduit  à  éliminer  les  con- 
stantes &  et  X  entre  les  équations  (4'). 
Par  conséquent ,  l'équation 

/■(z,a;,,...,ar„,pi,...,p„)  =  0 (5) 

est  celle  des  éléments  représentés  par  les  équations  (1)  et  (2),  ou 
(i')  et  (2),  ou  (1")  et  (2),  et  il  suffira  de  trouver  une  solution  (I") 
de  cette  équation  (5),  pour  connaître  implicitement  la  solution 
(l')ou(4).] 

14.  Classification  des  équations  aux  dérivées  partielles.  Des 
considérations  précédentes  résulte  la  classification  suivante  des 
équations  aux  dérivées  partielles  (*). 

L  L'équation  provient  de  (n  -4-  I)  relations  analogues  à  {i). 

{*)■  Lie,  Zur  Théorie,  etc.  (Nachrichten.p.  485). 
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Dans  ce  cas,  on  peut  éliminer  les  constantes  a  entre  ces  équations, 
ce  qui  conduit  à  une  relation 

f{z,a\,Xi,  ...,a'„)=0 

qui  ne  contient  pas  les  p.  Cette  équation  représente,  en  un  certain 
sens ,  «-"  éléments,  savoir,  en  chacun  des  oc"  points  de  celle  variété 
à  «dimensions,  les  oc"  éléments  obtenus,  en  faisant  varier  p„  ...,?>« 
de  toutes  les  manières  possibles.  Ces  éléments  satisfont  à  l'équa- 
tion (2),  puisque  les  quantités  dz,  (/x,,  ...,rfx,,  sont  toutes  nulles. 

II.  L'équation  (3)  provient  de  n  relations  analogues  à  (1).  On 
verra  (n"  23)  que,  dans  ce  cas,  Ion  arrive  à  une  équation  linéaire. 

!II.  L'équation  provient  de  (n  —  I  ),  (n  —  2),  ...,  2  relations 
analogues  à{i).  On  trouve, de  cette  manière,  («— 2)  classes  d'équa- 
tions semi-linéaires,  si  l'on  peut  ainsi  les  nommer.  Lie  annonce 
qu'il  est  parvenu  à  les  ramener  aux  équations  linéaires.  Nous 
n'avons  pu  reconstruire  sa  démonstration  (*).  La  méthode  de 
Cauchy,  telle  que  nous  l'exposons,  s'applique  directement  à  ce 
cas,  comme  au  cas  des  équations  linéaires  (comparez  n"  109). 

IV.  L'équation  provient  d'une  seule  relation  analogue  à  (l). 
C'est  le  cas  ordinaire  des  équations  non  linéaires. 

[Plus  simplement,  l'équation  (o)  peut  provenir  d'une  relation 
de  la  forme  [i")  contenant  linéairement  1. 7i  constantes;  II.  (n — i) 
constantes;  III.  {n  —  2),  (;t  —  3), ...  i,  constante;  ou  enfin,  IV.  pas 
de  constante.] 

|15.  Des  constantes  supplémentaires  (").  II  arrive  souvent,  dit 
Jacobi,  que  les  calculs  qui  servent  à  trouver  une  solution  com- 
plète d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  conduisent  naturel- 
lement à  introduire  dans  cette  solution  un  nombre  de  constantes, 
plus  grand  que  celui  des  variables  indépendantes;  et  l'on  détruit 
la  symétrie  des  calculs,  si  l'on  pose  un  certain  nombre  des  cons- 
tantes supplémentaires  égal  à  zéro.  On  suppose  d'ailleurs  que  ces 

(•)  Lie,  Z«r  rAforie,  etc.  (Naclirichteu,  pp.  486-487). 

(**)  Jacobi,  Vorlesungen ,  pp.  475-481 ,  est  à  peu  près  le  seul  auteur  qui 
s'occupe  de  celle  question.  11  la  traite  d'une  manière  analytique.  Nous  avons 
cru  préférable  et  plus  clair  d'en  dire  ici  quelques  mots,  en  nous  servant  des 
idées  fondamentales  de  Lie. 
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constantes  ne  peuvent  pas  se  réduire  à  un  moindre  nombre,  en 
prenant  pour  nouvelles  constantes  des  fonctions  des  premières. 
Dans  ce  cas,  au  point  de  vue  pratique,  le  mieux  est  de  considérer 
les  constantes  supplémentaires  comme  des  constantes  ayant  une 
valeur  spéciale,  mais  quelconque.  On  en  trouvera  un  exemple,  plus 
bas,  dans  l'intégration  de  Véquation  de  Schlafli  (§  12). 

La  manière  dont  Lie  envisage  la  nature  des  équations  aux  dé- 
rivées partielles  permet  d'expliquer  l'introduction  de  ces  cons- 
tantes supplémentaires,  comme  nous  allons  le  faire  voir  sur  un 
exemple  très-simple.  Cet  exemple  nous  permettra,  en  même 
temps,  de  faire  comprendre  comment  il  peut  exister  plusieurs 
intégrales  complètes  absolument  équivalentes,  pour  une  seule  et 
même  équation  aux  dérivées  partielles  (*). 

Trouver  une  surface  dont  le  plan  tangent  fasse  un  angle  cons- 
tant r  avec  un  plan  donné.  Prenons  le  plan  donné  pour  plan  des 
xy  et  une  perpendiculaire  à  ce  plan ,  pour  axe  des  z.  L'équation 
du  problème  sera  : 

IdzY       (dz-Y  1 

H-    —     -4-    —     = ouA:- (1) 

\dyl         Vu!        cos^  /• 

On  trouve  aisément  que  les  plans  représentés  par  l'équation 

z  —  c  =  Ax-\-Bij, [ij 

où 

A*  -1-  D2  =  ^-2  _  1  , 

satisfont  à   la    question.  L'équation  (1)  représente  oo*  éléments 

faisant  un  angle  r  avec  le  plan  des  xy,  l'équation  (2)  et  celles  que 

l'on  en  déduit, 

p  =  A,     q  =  B, (2') 

représentent  les  mêmes  œ*  éléments. 

Si  l'on  prend,  au  lieu  de  l'équation  (2),  l'équation 

(5-c)  =  A(a;-a)-4-I3((/-6), (3) 

(*)  Jacobi,  Vorlesungen ,  pp.  491-509,  s'occupe  de  ce  sujet,  qui  n'est  pas 
encore  complètemeut  élucidé.  Voir,  plus  l)as  (§  32),  à  propos  de  la  méthode  de 
Lie,  quelques-unes  des  recherches  de  Mayer,  sur  lesquelles  est  basée  l'expo- 
sition qu'il  a  donnée  de  la  méthode  du  géomètre  norwégien. 


(29  ) 

celle  équation  (5)  pourra  se  réduire  à  Ja  forme  (2) ,  et  satisfera  à 
l'équation  (1).  Mais  on  peut  aussi  envisager  cette  équation  (3)  et 
celles  que  l'on  en  déduit 

p  =  A,    g  =  B (30 

comme  représentant  oc*  fois  les  oc*  éléments  représentés  par  (2) 
et  (2).  En  effet,  peur  chaque  valeur  de  a  et  de  b,  l'équation  (5)  a 
la  même  étendue  que  l'équation  (2). 

L'enveloppe  des  plans  représentés  par  l'équation  (5) ,  quand 

est  le  cône  dont  l'équation  est  : 

{s~c)*  =  (k'-i)[(x-a)*-i-(y-by] (4) 

Ce  cône  est  une  surface  qui  satisfait  à  la  question.  Si  l'oo  regarde 
«  et  6,  comme  des  constantes  arbitraires  dans  l'équation  (4),  elle 
est  une  solution  complète;  avec  les  équations 

{z-c)p  =  {k*-l){x-a),    (z-c)q  =  (k*-i)(y  —  b),.  .  (4') 

la  relation  (4)  représente  les  a: *  éléments  de  l'équation  (1).  Mais 
si  l'on  suppose  que  c  est  aussi  une  constante  arbitraire,  les  équa- 
tions (4)  et  (4)  représentent  une  inflnité  de  fois  les  mêmes  oo* 
éléments. 

En  un  certain  sens ,  les  équations  (4)  et  (4')  représentent  oo' 
éléments  de  l'espace ,  comme  les  équations 

i*^d  =  {k*-i)[\x-a)*-^{y  —  b)*], (5) 

zp  =  {k*-i)(x-a},    zq=(k*—i){y-b) (S^ 

Mais  les  oc*  éléments  représentés  par  (5)  et  (5)  sont  tous  dis- 
tincts, et  il  n'y  en  a  que  oc*  qui  soient  représentés  par  l'équa- 
tion (1),  ceux  pour  lesquels  rf  =  0;  les  éléments  représentés  par 
(i)  et  (4')  satisfont  tous  à  l'équation  (I),  mais  ils  ne  sont  pas  tous 
tlistincts;  ce  sont  oo  fois  les  oc*  éléments  de  l'équation  (I). 
En  général,  toute  équation 

F(z,ic,,...,x.,a,,...  ,a»,a,+j,...  ,a.+.)  =  0 (6) 


("  30  ) 
solution  d'une  équation  aux  dérivées  partielles 

f(Z,Xi,...,X„,p^,...,Pn)  =  0, (7) 

et  contenant  s  constantes  supplémentaires,  représentera,  avec  les 
relations 

— -  +  p,-  =  0. (60 

(X*  fois  les  00*"  éléments  de  1  équation  (7).  Nous  supposons,  bien 
entendu,  que  les  relations  (6)  et  (6)  transforment  l'équation  (7)  en 
une  identité,  sans  quoi  il  n'y  aurait  pas,  dans  (6),  s  constantes 
supplémentaires ,  mais  seulement  un  moindre  nombre. 

En  particulier,  il  y  a  un  cas,  où  il  est  toujours  facile  d'intro- 
duire  dans  une  solution  complète  une  constante  supplémentaire. 
C'est  celui  où  la  variable  z,  ou  l'une  des  variable  x,,  n'entre  pas 
d'une  manière  explicite  dans  l'équation  donnée.  Dans  ce  cas,  il 
est  clair  que  l'on  peut,  dans  la  solution,  remplacer,  sans  inconvé- 
nient, z  par  (z  —  a),  x,  par  (.r,  —  a,),  a  et  a,  étant  des  constantes 
arbitraires,  puisque 

dz        d{z  —  a)       dz  dz 


dx  dx  dXi       d(Xi  —  ai) 

Les  constantes  qui  accompagnent  celles  des  variables  qui  n'entrent 
pas  explicitement  dans  l'équation  donnée  sont  appelées,  par  les 
géomètres  allemands,  constantes  additives.  Faire  varier  une  de 
ces  constantes  équivaut  a  une  translation  dans  l'espace  du  système 
des  éléments  de  l'équation.  Il  est  clair  qu'il  suflit  de  trouver  une 
solution  avec  (n  —  t)  constantes  non  additives,  pour  une  équation 
où  manquent  t  variables.  Il  est  facile,  en  effet,  d'en  déduire  une 
solution  avec  n  constantes  arbitraires,  en  introduisant  f  cons- 
tantes additives.] 


LIVRE  I. 

MÉTHODE   DE  LAGRANGE  ET  DE  PFAFF  (*). 


CHAPITRE  I. 

ÉQUATIONS  LINÉAIRES  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  ('*). 


§  3.   ÉtfêtalioH»  littéait'c»  uhjc  dè»'itée»  pnt'tiette» 
n  tleiijc  rat'iables  indépffttdante». 

16.  Génération  de  ces  équations.  Soient  m  el  u  deux  fonctions 

données  des  variables  x,\j^  z,  et 

F(",t')=0, (1) 

')  Nous  résumons ,  dans  ce  premier  livre ,  non-seulement  les  travaux  de 
Lagraxge  et  de  PFAFF,raais  aussi  les  premiers  mémoires  de  Jacobi,  qui 
relient  entre  elles  les  recherches  de  ces  deux  géomètres. 

('*)  La  théorie  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  est  due  essen- 
tiellement à  Lagrange,  (jui  l'a  exposée,  sous  diverses  formes,  dans  les  Mémoires 
de  Berlin  de  1779  et  1783,  dans  les  Leçons  sur  la  théorie  des  fondions, 
leçon  20,  et  dans  la  Théorie  des  fonctions  analytiques ,  ch.  XVI  de  la  première 
partie  Sur  la  vraie  portée  du  procédé  d'intégration  exposé  ici,  voir  le  §  1 
du  mémoire  de  Jacobi  :  Dilucidationes ,  etc.  (Journal  de  Crelle,  t.  25).  Au 
fond,  on  ne  fait  qu'établir  la  connexion  qui  existe  entre  la  théorie  des  équa- 
tions linéaires  différentielles  simultanées  et  celles  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles.  Nous  nous  sommes  aidé,  dans  noire  exposition , de  celle 
de  Skrbet,.  Calcul  intégral,  pp.  599-608,  et  de  Boole,  A  treatise,  etc., 
pp.  321-33;),  Siippl.,  pp.  36-69. 
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une  relation  quelconque  entre  ces  fonctions.  Il  existe  entre  x,  y,  z 
et  les  dérivées  partielles 

ds  dz 

^        dx      ^      dy 

de  z  par  rapport  a  x  et  a  y,  une  relation  indépendante  de  la  forme 
de  l'équation  (1),  et  linéaire  en  p  et  q. 

Pour  le  montrer,  dérivons  la  relation  (1)  par  rapport  axelh  y; 
il  viendra  : 

JF  (Su       Su    \       SF  (Sv       Sv    \ 
Tu[Tx^Szn'^'^[s-a^'^rzP]=''^ 
SF  (Su       Su  \         SF  (Sv       Sv    \ 

s^[srj-^Tzl'^-^s^[Ty-^yzV'='- 


D'où,  en  éliminant  les  dérivées  de  F  par  rapport  à  î<  et  à  v , 


c'est-à-dire 


Su       Su  Su-      Su 

Sx       Sz  ^'  Sy       Sz  ^ 

Sv      Sv  Sv       Sv 

Sx'*"Sz^'  sij'^Jz^ 


=  0, 


Su     Su 

Su     Su 

Su     Su 

Sx     Sy 

Sv      Sv 

-4-p 

Sz'   Jii 
Sv     Sv 

-*-Q 

Sx'   H 
Sv     Sv 

Sx'    Sy 

Sz      Sy 

Sx  '    Sz 

=0; 


OU  encore,  en  employant  la  notation  des  déterminants  fonction- 
nels, 

u,v  u,v  U.  V 

pD-L-  ^oD-^  =  D— — 

y,z  z,x         x,y 


Nous  écrirons  cette  équation  sous  la  forme  abrégée 
Xp-t- Y9  =  Z, ■  .    , 

M,  V 


en  posant 


«,  V  V.  V 

X  =  D-2-.     Y  =  D .     Z  =  D 

y,z  z,x 


se,  y 


[i) 
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IT.  Système  d'équations  différentielles  simultanées  correspon- 
dant à  iéquation  (2)  (*).  D'après  les  propriétés  des  déterminants, 
on  a  : 


T-'  -^'  TZ     =0. 


Ju 

Ju 

Ju 

Ji' 

Jtf 

Js 

Ju 

Ju 

Ju 

-« 

.,^-_ 

=  0, 

Jit 

Jy' 

iz 

Je 

Jt7 

iv 

Ja; 

Jy 

Sz 

d't? 

Sv 

Je 

Sx 

^y 

Sz 

Su 

Su 

Su 

Sx 

^y 

Sz 

Sv 

S^v 

Sv 

Sx 

Jy 

Sz 

ou  encore 


Su 


Su 


Su 


Sv 


Sv 


Sv 


(3) 


X^  +  Y  — -4-Z— =  0,   X— +Y-+Z-=0. 

Sx         Sy         Sz  Sx         Sy         Sz 

Il  résulte  de  ces  équations  que  les  relations, 

u=a,    v^b, 

où  a  et  6  sont  des  constantes,  forment  un  système  intégral  des 

équations  : 

(4) 


dx       dy      dz 


On  peut  encore  énoncer  cette  remarque  sous  une  autre  forme, 
en  disant  que  les  équations 

Y 


:^X. 

dx 


Z==— X, 

dx 


ODt,  pour  système  intégral, 

u  =  a,    r  =  6;.   .   .   . 
F,(u.r)  =  A,    F,(u,  r)=:B,. 


OU  encore, 


(3) 
(6) 


A  et  B  étant  de  nouvelles  constantes  arbitraires,  et  F,  et  F,  dési- 
gnant des  fonctions  quelconques.  On  peut,  en  effet,  déduire  les 


(*)  Noos  exposons  la  roéme  chose ,  à  propos  des  équations  à  n  variables 
indépendantes,  en  employant  plus  encore  les  délerminauts.  Le  lectear  jugera 
laquelle  de  ces  deux  expositions  est  préférable. 

4 


—  dj/-t--rfs    =0. 
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équations  (5)  des  équations  (6)  ou  réciproquement.  On  peut  aussi 
montrer  directement  que  les  différentielles  rfFj,  d?.^  sont  identi- 
quement nulles,  quand  on  suppose  l'existence  des  relations  (5) 
et  (4).  On  déduit,  en  effet,  de  F,  =  A,  au  moyen  de  (4)  et  (5), 

^F,  (Su  Su  Su  \  «JF,  ISv 

Su  \Sx  Sij  Sz  j  Sv  [Sx 

SF,  (Su  Su  Su  \  SF.  ISv  Sv  Sv 

Su  \Sx  Sy  Sz  J  Sv  \Sx  Sy  Sz 

c'est-à-dire, 

0  =  0. 


Réciproquement  si  w  =  a,  r  =  6  sont  des  intégrales  distinctes 
du  système  (4)  où  X,  Y,Z  sont  des  fonctions  quelconques  de  x,jj,z. 
c'est-à-dire  si  les  relations  (3)  existent,  toute  équation 

F{u,v)  =  0 (1, 

entre  les  fonctions  u  et  v,  est  une  solution  de  l'équation 

\p  -+-  Yg  =  Z. 

On  déduit,  en  effet,  de  l'équation  [i)  : 

SF  Su       SF  Sv           (SF  Su       JF  Sv\ 
1 1- »   —    H =  0 

Su  Sx       Sv  Sx  \Su  Sz       Sv  Szj 


SF  Su 

Su  S  y 

SF  Su       SF  Sv           iSF  Su       SF  Sv\ 
1 ■■ I 1 1=0. 

Su  Sz      •  Sv  Sz 


SF  Sv  /SF  Su  SF  Sv\      ^ 

Sv  Sy  \Su  Sz  Sv  Szj 

iSF  Su  SF  Sv\ 

\Sti  Sz  Sv  Sz) 


Ajoutons  ces  trois  équations  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  X,  Y,  Z;  il  viendra  : 

SF  I    Su          Su         Su\       SF  I     Sv  Sv         Sv\ 

..-X i-Y  — -4-Z—    H X— -t-Y— -f-Z- 
Ju  \    J'o;          Sy         Szj        Sv  \     Sx  Sy  Szj 

SF  Su      SF  Sv\ 


(35) 

En  vertu  des  équations  (5),  on  déduit  de  là 

Xp-t-Yg  =  Z, 

ie  qui  démontre  le  théorème. 

Ainsi,  l'équation  aux  dérivées  partielles  (2)  et  les  équations 
simultanées  (4)  se  correspondent  dune  manière  remarquable. 
Deux  solutions(6)dela  forme  (I)  de  l'équation  (2)  donnent  immé- 
liatement  le  système  intégral  des  équations  (4),  et  réciproque- 
nent  le  système  intégral  (y)  des  équations  (4),  conduit  immédia- 
tement à  une  intégrale  (1)  de  l'équation  de  la  forme  (2).  Nous 
Jlons  voir  que  toute  solution  de  l'équation  (1)  est  d'ailleurs 
lécessairemcnt  de  cette  forme,  ce  qui  ramènera  complètement 
a  solution  des  équations  de  la  forme  (2)  à  celle  des  équations  de 
a  forme  (4) ,  et  réciproquement. 

18.  Intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
fu  premier  ordre  à  deux  variables  indépendantes.  Soit 

.;'  {x,  t/,  5)  =  0 

ine  solution  quelconque  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  : 

Xp  -+-  \q  =  Z. 
in  aura ,  d'après  le  n"  2 , 

^■J;  ■Si'  -S^ 

i,  d'ailleurs,  u  =  a^  v  =  b,  sont  des  solutions  du  système  : 

dx       dy       dz 
1  vient  de  voir  que 

X— -4-Y—  -i-Z  — =0, 

àx         Sy  ÎJ5 

iv  Sv      ^Sv      ^    ^ ^^^ 

X—  H-Y  — -4-Z  — =0. 
Sx  iy  Sz 
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Éliminant  X,  Y,  Z  entre  ces  trois  relations,  il  vient 


^<P  ^  S<p 

Sx  Sy  Sz 

Su  Su  Su 

J^'  Jy'  Jz 

Sv  Sv  Sv 

Sx  Sy  Sz 


=  0, 


OU 


<!/,  U,  V 

D- =  0. 

X,  y,  z 

D'après  une  propriété  des  déterminants  fonctionnels  (*),  il 
résulte  de  là  que  <p  est  une  fonction  de  u  et  de  v,  de  sorte  que 
toute  solution  de  l'équation  donnée  est  de  la  forme  (**) 

F  {ti,  v)  =  0  ; 

d'après  le  numéro  précédent,  d'ailleurs,  toute  relation  de  cette 
forme  est  une  solution. 

19.  Détermination  de  la  fonction  arbitraire;  interprétation 
géométrique.  A  cause  de  la  forme  arbitraire  de  la  fonction  F,  on 
peut  imposer  à  la  solution  une  condition  telle  que  celle-ci  :  pour 
X  =  Xo,  il  doit  exister  entre  y  et  z  une  relation  donnée, 

w{y,z)^0 (8) 

Faisons  x  =  aro  dans  les  fonctions  u  et  v,  nous  aurons,  pour  cette 
valeur  Xq, 

M  =  «0  (y,  s) C^J 

f  =  Vo(2/,s) (10) 


(*)  Baltzer  . Déterminants, ^\ll\,  n"  3,  p.  114. 

(**)  Lagrange  n'a  démontré  celle  réciproque  que  dans  son  mémoire  de  1785. 
Dans  ses  aulres  écrits  sur  ce  sujet,  avant  et  après  1783,  il  l'admet  tacitement 
sans  la  démontrer.  La  forme  que  nous  donnons  à  la  démonstration  est  em- 
pruntée à  BOOLE. 
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Éliminons  y  elz  entre  ces  trois  relations,  et  soit 

F(«,r)  =  0 (11) 

le  résultat  de  Téliraination,  de  telle  sorte  que  l'on  puisse  inverse- 
ment déduire  (8)  de  (9)  (10)  (il)  par  élimination  de  u  et  v.  Il  est 
clair  que  la  relation  (il)  satisfait  à  l'équation  donnée  et  à  la  con- 
dition donnée,  car,  si  Ton  y  fait  x  =  Xq,  elle  se  réduit  à  (8). 

On  peut  sïmposer  des  conditions  autres  que  celle  que  nous 
venons  d'indiquer;  pour  les  énoncer  plus  facilement,  interprétons 
géométriquement  la  solution  donnée  plus  haut.  L'équation  : 

Xp  +  Yf/  =  Z (2) 

exprime  une  propriété  du  plan  tangent  à  la  surface^  représentée 

par  la  relation 

F(u,i')=0 (1) 

Celle  surface  est  évidemment  engendrée  par  les  courbes  dont  les 
équations  sont 

«=:a,    v=:b, (o) 

et  qui  sont  assujetties  à  la  condition  exprimée  par  la  relation  : 

F{a,b)  =  0 (12) 

On  peut  demander  que  cette  surface  passe  par  une  courbe  donnée 
parallèle  au  plan  des  yz  : 

x  =  Xo,    iv  (y,  s)  =  0. 

I  orame  nous  l'avons  fait  plus  haut,  ou  par  une  courbe  quelconque, 
dont  les  équations  sont 

f{x,y,z)  —  0,    x(x,y,z)=0, 

ou  qu'elle  soit  tangente  à  une  surface  donnée, ou  qu'elle  satisfasse 
à  telle  autre  condition  géométrique  que  l'on  voudra.  Dans  chaque 
cas  particulier,  du  moment  que  l'on  aura  la  condition  analytique 
(12),  on  en  déduira  immédiatement  l'équation  de  la  surface.  On 
voit,  par  là,  que  la  détermination  de  la  forme  de  F  est  une 
question  de  géométrie  analytique  à  trois  dimensions. 
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20.  Exemples.  I.  Eqiialions  des  ajlindres  (*).  Les   cylindres 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite 

X  =  az  -4-  a',    y  ^hz-^b' , 

ont  {)Our  équation  finie  : 

x  —  az=<f{y  —  bz), 

et,  par  suite,  pour  équation  aux  dérivées  partielles  : 

ap  ■+-  bq=:). 

Réciproquement  ces  équations  n'appartiennent  qu'aux  cylindres. 
La  chose  est  évidente  pour  la  première.  La  seconde  a  la  première 
pour  intégrale,  car  le  système  d'équations  simultanées  correspon- 
dant 

dx      dij      dz 

conduit  immédiatement  à  l'équation  suivante  des  génératrices 
qui  sont  des  droites  parallèles  à  une  direction  donnée  : 

X  —  az^=  a',    y  —  bz-=  b'. 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  cylindres  exprime  que  le 
plan  tangent  est  parallèle  à  la  direction  des  génératrices. 

IL  Equations  des  cônes.  Les  cônes,  dont  le  sommet  est  le 
point  [a,  6,  c),  ont  pour  équation  finie  : 

X  —  a         Iv  —  b 


z  —  c         \z  —  c 
et  pour  équation  aux  dérivées  partielles  : 

2){x  —  a)  -^  q  (y  —  b)  =  z  —  c. 

Si  le  sommet  est  à  l'origine,  cette  équation  prend  la  forme  plus 

simple, 

z  —  px-\-qy. 

(*)  Nous  donnons  ces  exemples  élémenlaires  pour  êlre  complet. 
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On  trouve,  sans  peine,  que  cette  dernière  équation,  qui  exprime 
que  le  plan  tangent  au  cône  passe  par  le  sommet,  appartient 
exclusivement  aux  surfaces  coniques;  autrement  dit,  que  l'équa- 
tion aux  dérivées  partielles  a  pour  intégrale  l'équation  finie 
donnée  plus  haut. 

111.  Équations  des  tonoïdes.  Quand  on  prend  la  directrice  rec- 
tiligne  pour  axe  des  z,  et  le  plan  directeur  pour  plan  des  xy,  on 
trouve  pour  équation  finie  des  conoïdes  : 


-H^} 


et  pour  équation  aux  dérivées  partielles  : 

px-i-qy=0. 

Celle-ci  exprime  que  le  plan  tangent  contient  la  génératrice  qui 
passe  par  le  point  de  contact.  Lorsqu'on  intègre  cette  équation, 
on  retombe  sur  l'équation  finie,  ce  qui  prouve  que  l'équation  aux 
dérivées  partielles  n'appartient  qu'aux  conoïdes. 

IV.  Surfaces  de  révolution.  On  peut  regarder  une  surface  de 
révolution  comme  le  lieu  d'un  cercle  mobile  : 

x^  -\-y^  -\-  z^  =  a, 
X cos X  -i-  y  cos 2  -k-  z cos'y  =  b , 

dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  la  direction  déterminée  par  les 
cosinus  cos  a,.cos  p,  cos  y,  quand  on  suppose  que  l'axe  de  révo- 
lution a  cette  direction  et  passe  par  l'origine  des  coordonnées. 
L'équation  finie  des  surfaces  de  révolution  est  donc  : 

ar  cos  a  -t-  y  cos  ;3  -♦-  s  cos  y  :=  f  (x*  -t-  y*  -4-  z*). 

Ou  tire  de  là,  en  dérivant  par  rapport  à  x  et  y,  et  écrivant  en 
outre  une  équation  identique,  pour  la  symétrie  : 

cos  a  -4-  p  cos  y  :=  2?' .  {x  ■+■  pz) , 
cos  3  -♦-  g  cos  y  =  2?'.  (j/-+-gs), 
cos  y—     cosy  =if'.{x  —  *). 
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D'où,  immédiatement 


P  ?  —1 

x-i-pz,    y-\-qz,    z  —  z 
cos  a,        cos/3,      cosy 


=  0, 


ou,  en  retranchant  la  première  ligne,  multipliée  par  z,  de  la 
seconde  : 

P>         9,  —1 

X,         y,         z         =0. 

cos  œ ,    cos  j3 ,  cos  y 

C'est  là  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  de  révolu- 
tion. On  peut  encore  l'écrire  : 

p{yco?,y  —  z  cos  /B)  -4-  </  (z  cos  ^z  —  x  cos  y)  =  a;  cos  ^3  —  y  cos  a. 

On  remonte  aisément  de  cette  équation  à  l'équation  finie  des 
surfaces  de  révolution.  Pour  cela,  on  doit  intégrer  le  système 
auxiliaire  : 

dx  dy  dz 


cos  .s ,     cos  y 


cos  y ,     cos  a 


a^,  y 

cos  a,     cos/3 


Ces  trois  rapports  sont  égaux  aux  suivants,  où  les  dénominateurs 
sont  nuls  et,  par  suite  aussi,  les  numérateurs  : 


xdx  -4-  ydy  • 


cos  adx  -4-  cos  'My  -+-  cos  ydz 


X, 

2/) 

z 

cos  a, 

cosj3, 

cosr 

X, 

y, 

s 

X, 

«/■) 

z 

cos  a, 

cos  3, 

cos  y 

cos  a, 

cos  3, 

cosr 

Les  relations  : 

xdx -4- ydy  ■+■  zdz  =  0 ,    cos<xdx  +  cos i3dy  -^-cosydz^O  , 
donnent  immédiatement  les  intégrales  du  système  auxiliaire 

x^  -h  y^  -h  z^  =  a,    a;  cos  a  -t-  y  cos  j3  -4-  s  cos  y  =  6 , 


(  41  ) 
et,  par  suite,  l'intégrale  de  l'équatiou  aux  dérivées  partielles  est  : 

j  cos  a  -t-  y  cos  S  -+-  s  cos  >'=  f  (a;*  -t-  y*  -t-  3*). 

L'équation  aux  dérivées  partielles  exprime  que  les  normales,  le 
long  d'un  parallèle  de  la  surface,  rencontrent  l'axe  de  révolution 
en  un  même  point  (*). 

V.  Trajectoires  orthogonales  (**).  Si 

représente,  en  coordonnées  rectangulaires,  une  série  de  surfaces 
correspondant  aux  diverses  valeurs  de  k,  l'équation 

JF         ^F      àF 
P—  -i-q  —  =  — 

àX  dy         ôZ 

sera  la  condition  pour  qu'une  autre  surface  dont  le  plan  tangent 
a  pour  coefficients  de  direction  p,  q,  —  I ,  lui  soit  normale.  Si  l'on 
élimine  k  entre  les  deux  équations  précédentes,  l'équation  résul- 
tante sera  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  trajectoires  ortho- 
gonales de  la  surface  donnée.  Cette  équation,  comme  on  le  voit, 
sera  du  premier  ordre. 

Comme  exemple,  considérons  les  ellipsoïdes, 

x'       y*       z*  _ 

L'équation  aux  dérivées  partielles  des  trajectoires  orthogonales 

sera 

X         y      z 

a'         6*       c* 


(*)  C'esl  Mo>GE,  si  nous  ne  nous  trompons,  qui  a  donné  le  premier  les 
équations  aux  dérivées  partielles  des  diverses  sortes  de  surfaces.  Voir  ses 
Feuilles  d Analyse  appliquée  à  la  géométrie ,  à  l'usage  de  VÉcole  polytech- 
nique, publiées  la  première  année  de  cette  école  {an  III de  la  République), 
i,  5  et  6  et  tous  les  traités  de  calcul  inllnitésimal. 
")  Lagrange,  Mémoires  de  Berlin,  178.0,  p.  189,  n»  16. 
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On  trouve  immédiatement  pour  iulégrale 


%=€) 


2t.  De  quelques  équations  que  Von  peut  rendre  linéaires  (*). 
I.  Soit,  en  premier  lieu,  l'équation  : 

xfx{p,q,z~px-qy)-^yf^{p,q,z-px-qij)^f^{p,q,z-px-qy)  =  (i. 

Posant  : 

u^z  —  px  —  qij , 
on  aura  : 

du  =  —  xdp  —  ydq; 

et,  par  suite,  si  l'on  prend,  p  et  q  pour  variables  indépendantes  : 

du  du 

Par  conséquent,  l'équation  devient  : 

^"  .  /  .       du      , 

-r  A  (p,  9-  w)  -H  —  h  ip,  q,  M)  =  /s  p.  g,  ")• 

dp  dq 

Celle-ci  étant  linéaire,  on  pourra  en  trouver  l'intégrale.  On  tirera 
de  cette  intégrale  les  valeurs  des  dérivées  par  rapport  a  p  et  à  q; 
on  les  égalera  à  ac  et  à  y;  puis ,  entre  les  équations  ainsi  obtenues, 
et  u  =  {z  —  px  —  qy) ,  on  éliminera  m  ,  p  et  q. 

(*)  Lagrange,  Mémoires  de  Berlin,  1774,  Œuvres,  t.  IV,  n»  S3,  p.  83; 
Lacroix,  t.  II,  p.  558,1.  III,p.  708.  Chasles,  Rapport  sur  les  progrès  de  la  géo- 
métrie^ pp.  90-91,  Paris,  1870,  indique  divers  travaux  sur  les  équations  de  ce 
genre,  en  en  attribuant  la  découverte  à  Monge.  Voir,  en  outre,  une  note  de 
M.  Orloff,  Bulletins  de  Bruxelles,  2»  série,  t.  XXXIII,  pp.  113-122,  puis  Lie, 
Mathematische  Annalen,  t.  V,  p.  159,  qui  en  donne  une  interprétation,  au 
point  de  vue  de  la  géométrie  moderne.  On  appelle  souvent  transformation  de 
Legendre,  la  transformation  effectuée  ici.  [Plucker  s'occupe  de  l'interpréta- 
tion géométrique  de  la  tranformation  de  Legendre,  dans  ses  Analytisch- 
geometrische  Enlwickelungen  (Essen,  1831),  p.  265,  et  dans  le  Journal  de 
Crelle,  t.  IX,  pp.  124-134.] 
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Celte  méthode  se  simplifie  dans  le  cas  de  Téquation  de  Clairaiit, 
déjà  étudiée  plus  haut  (n"  9) 

z  =  px'i-qij-hf{p,q), 

qui  conduit,  non  à  une  équation  aux  dérivées  partielles,  mais  à 

réquaîion 

u  =  f{p,q). 
On  lera, 

P=«,     7  =  fc,     t,  =  f{a,b), 
ce  qui  donnera 

rf«  =  0,     f//)  =  0,     f/g=0. 

Par  conséquent,  la  relation  du  =  —  xdp  —  ydq  sera  vérifiée.  On 
trouvera  dailleurs  pour  intégrale  complète 

z  =:  ax -\- by  ■+■  f  (a,  6). 

II.  Soit,  en  second  lieu,  léquation  : 

•rfi  {y,  p,z-px)  =  qf^  {y,p,  z  —  px)-  f^  {y,  p,  z  —  px). 

On  posera  : 

u  =  s —  px'^ 
d'où 

du  =qdy  —  xdp, 

du  _         du 
'dy~^'     d^^~'^' 

L'équation  donnée  deviendra  : 

d«  ,  ,  du 

et  lintégration  s'achèvera  comme  dans  le  cas  précédent. 
En  particulier,  si  l'on  a, 

z-px  =  f{y,p) 

on  trouve,  pour  équation  transformée  : 

On  fera 
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et  pour  déterminer  z,  quel  que  soit  -f,  l'on  aura  la  relation 

zz=xfy-i-f{y,fy), 

comme  on  le  savait  d'avance,  puisque  y  joue,  dans  l'équation 
donnée,  le  rôle  d'une  constante. 


§  6.    Équations  Hnéairea  aux  dét'ivées  partielles  contenattl 
ttn  nontbfe  quelconque  tie  variable» . 


%%.  Génération  de  ces  équations,  d'après  Lagrangc.  Soient 
Wj,  W2J...,  M„j  w  fonctions  données  des  variables  z,x,,X2,  ...,a:„,et 

F(m,,m„...,m„)  =  0, (1) 

une  relation   quelconque   entre   ces   fonctions.  11  existe  entre 
z,  Xi,... ,  x„  et  les  dérivées  partielles 


dz 


dz 


de  z  par  rapport  k  x  ethy,  une  relation  indépendante  de  la  forme 
de  l'équation  (1)  et  linéaire  en  /),, ...  ,  p„. 

Pour  le  montrer,  dérivons  la  relation  (  1  )  par  rap{)ort  à  x, , 
Xa,  ...,x„.  Il  viendra  : 

JF  /<?w,         Su.       \                    S¥    ISUn        SUn        \ 
1 -Pn\   H 1 1 Vn]   =0. 

SUy  \$Xn         Sz  ^  /  Ju„  \SXn         Sz        I 

D'où,  en  éliminant  les  dérivées  de  F  par  rapport  à  î^i,  m^,  ...,  ï<„  : 


=  0, 


Su^ 

Su, 

Su„ 

Su„ 

— 

-*- 



Pli" 

■+• 

Pi 

è'Xi 

Sz 

Sx, 

Sz 

Su, 

Su, 

Su,, 

Su, 

— 

-4- 

— 

Pa,.. 

-+- 

P2 

è'x^ 

Sz 

■  Sx^ 

Sz 

Su,        Su,  Su,i       Su,, 

SXn  Sz  SXn  Sz 


(  4d 


ou 

en  posant  : 


Z='XiP,-HX2PiH l-X„p„,. 


.  (2) 


II.,  Uj,...  ,««  -.  jx 


Wi,«î, 


1  »  ^2  j  •  •  •  )  "^n 


X,  =  D 


Ul,U2, 


•^1  1  -=  5    -^S  1 


-^^ X„  =  D 


Wj,M2,  ..  ,w,, 


'^l)        2  ■**  — ''  *^ 


L'équation  (2)  peut  facilement  se  mettre  sous  la  forme  d'un 
déterminant,  contenant  une  colonne  et  une  ligne  de  plus  que  le 
précédent  : 


.    ^"l 

J"Wj 

^w„ 

+  ''17' 

1  • 

Js 

Ju, 

(^Wj 

<?«„ 

-P-J^/ 

Ja^i 

<ya;i 

=  0. 


(:*') 


Enfin,  si  l'on  suppose  la  relation  (1)  mise  sous  la  forme 

à{z,Xi,œ^,...,Xn)  =  fi 

de  façon  que 


(5) 


<5-i- 


j'i  '       *  S-^ 


Sz 


Sz 


Sa 

Jz 


les  équations  (2)  et  (2),  transformées  d'après  le  n°  2,  devien- 
dront 

T..  J.t,  J,'j 

(4) 


Z -^ +  X, --!-  +  ••• -H  X„-^=0. 

^-  '  SXi  SXn 


Sz  ?Z  oZ  vZ 

Jj;,      J'jj     -Jo-,  '  "  "  '  <5'a7i 

iXn       SXn       SXn"''SXn 


=  0 


(*') 


4G  ) 


ou  y ,  u,,tt,, . .. ,  u,, 

""  D^      "    " ^-^  =  0 (i") 

'j  .  Xi  .  X9  >  .  • . .  x„ 


'■>  "^D  «^a»  • 


Cette  relation  s'obtient  en  éliminant  dz,  f/xj,  dx^^...,dx„,  entre 
les  équations  d^  =  {),  dui  =  0, ... ,  du„  =  0  (*). 

28.  [Génération  des  équations  linéaires  d'après  Lie.  D'après 
ee  que  l'on  a  vu  plus  haut  {n°  15),  on  devra  éliminer  «1,  aj,  ...,  «„, 
A,,  À2J  •••»  ^n-n  entre  les  équations 

"1  — «1  =  0;     Mj  — 02  =  0,  .,.,  t«„  — a„  =  0, 

$F  JF  J'F  <JF  <?F  JF 

iJa?!  dS  àX^  àZ  èXn  ?Z 

où 

F  =  >i  (Mi  —  a,)  H-  >2  (Wj  —  «s)  h H  an-4  («n-^i  —  a„-i)  -H  t/„  —  a,,. 

Les  constantes  a  disparaissant  d'elles-mêmes,  on  est  donc  ramené 
à  éliminer  les  quantités  l  entre  les  équations: 

(du.  du.\  [  (lu„  du„\ 

>i   — -  -^Pi — -]  ^ ^- *-Pi-;—  =0, 

'  \dx^       ^'  dz  I  \dx^      "  dz  I 

(dUi  daA  Idu^        ^    duA  _ 

*  \dXn        "  dz  I  \dx,^        "  dz  ) 

ee  qui  conduit  à  la  même  équation  que  la  méthode  de  Lagrange.] 

24.  Système  d'équations  différentielles  simultanées  correspon- 
dant à  V équation {'i).  D'après  les  propriétés  des  déterminants,  si 
l'on  remplace  dans  l'équation  (4"),  41  par  t/,,  u^, ...  ou  w„,  elle  sera 
encore  vérifiée,  c'est-à-dire  que  l'on  a  : 

Su.  Su,  Su, 

Sz  Sx^  dx,, 

Su.  Su,  Su., 

Sz  SXf  Sx„ 

Su„           Su„                     Su,, 
Z-3r^-HX.--^-+---+-X        ''  =  0 (3„) 

Sz  SXi  SXn 

(*)  BooLE ,  Supp^emeni,  p.  63,  déduit  l'équation  (4')  de  celle  remarque,  au 
lieu  de  faire  l'inverse,  mais  cela  ne  nous  semble  pas  permis. 


(47  ) 

les  équations  expriment,  non-seulement  que  les  équations 

Mj  =  a,,     «j  =  a,,  ..,w„  =  a„, (6) 

ont,  chacune  prise  à  part,  une  intégrale  de  l'équation  (2),  ce 
ue  nous  savions  déjà,  puisque  la  forme  de  F  est  arbitraire,  mais 
ussi  que,  prises  ensemble,  elles  constituent  le  système  intégral 
les  équations  simultanées  : 

dz       dx^       dx.2  dx„ 

Si  l'on  multiplie  (S,)  par|J-,(Oi)  par  g-,...,  (o„)  par  g^, 
es  multiplicateurs  étant  les  dérivées  partielles  d'une  fonction 
if,,  j<25    -5  ^'n).  et  si  l'on  ajoute  les  résultats,  il  vient 

Z_-t-X,  ^-  H hX„-— =0. 

dz  (/X,  dXn 

1  résulte  de  là  que  l'on  peut  encore  prendre,  pour  système  inté- 
;ral  des  équations  (7),  n  relations  distinctes  de  la  forme  : 

?i(u,,t/,,...,t.'„)  =  6,,...,î;„(«j, «„...,«„)=&«;  •    .    •  (8) 

t,  en  effet,  on  peut  déduire  de  celles-ci  les  relations  (3).  De  plus, 
es  équations  (8)  étant  de  la  forme  (l),  satisfont  à  l'équation  (2). 
)n  voit  donc  qu'il  y  a  une  correspondance  exacte  entre  les  équa- 
ions  (2)  et  (7),  ce  qui  lie  étroitement  les  solutions  de  celles-ci  à 
a  solution  de  celle-là  et  réciproquement. 

On  peut  établir  directement  cette  correspondance  entre  les  équa- 
ions  \^1)  et  (7)  (;orame  suit.  Supposons  que  Z,  X,,  ...  X„  soient  des 
onctions  quelconques  de  z,  Xj,  ...x„,  et  soient 

M,  =  a,,     «j  =  «,,  ...,  u„  =  a„, (6J 

les  intégrales  distinctes  des  équations 

ip  "  f/3  _  f te,  _  (/a^ dXn^ 

L  Xj  Xj  X„ 

le  dis  que  la  relation 

F{u,,(/„...,«„)  =  0, (1) 


(  48  ) 

où  F  désigne  une  fonction  quelconque,  est  une  solution  de  l'équa- 
tion 

7.=Pi\,  +  p^X^-i hp„X„ (2) 

On  déduit,  en  effet,  de  (1)  par  dérivation,  et  en  écrivant,  en 
outre,  une  équation  identique  : 

^^       ^  ^  ^^  dF  _ 

<JMi  ^x,       ^it^  J-arj  ^u„  7Z       ^^  rf^  ~    ' 


JF 
1^„ 

-t-P; 

dF 

dz 

=  0, 

^F 
^ 

— 

dF 
dz 

=  0. 

^F    Su^        SF  Sv^ 

Su^    SXn  Su^  êXn 

SF  <?u,  SF  J'î/2 

^«1   iZ  Su^    J'S 

Multiplions  ces  équations  par  X,,  Xa,...,  X„,  Z  et  ajoutons  les 
résultats.  Il  viendra  : 

JWt  \      SXi  Sx^  oX„  -Jz 

<?F  /      (?«,  Jm,  ^m.,  J'Ua 


J'Wj  \   '  S'Xi         *  (^ajj  "  }x„  i^z 


£L(x,^  +  x.iî^  +  ...  +  x„£^+z-'''' 


dF 

—  (PiXi  +  p^Xj  H h  p„X„  -  Z)  =  0. 

dz 

Les  relations  (6)  constituent  des  intégrales  des  équations  (7),  et, 
par  suite,  les  relations  (oj  sont  satisfaites.  Les  coefficients  de 

^F      JF  JF 

dans  l'équation  précédente,  sont  donc  nuls,  et,  par  suite,  Ton  a, 

en  général  : 

Z  =  PiXj  +  PjXj -f- •  ■• -t- p„X„. 


(  49  ] 

25.  Intégration  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
contenant  un  nombre  quelconque  de  variables.  Soit 

"i  =  «i)     "2  =  aj,  •.-,?'„  =  «„, (6) 

le  système  intégral  des  équations  : 

dz       dXi        dx^ dXn  ,~. 

de  sorte  que  l'on  a  les  n  équations  distinctes  : 

àZ  àX.  àXn 


(3) 

3--+-X, --H hX„^^-  =  0.^ 

dz  ?Xi  àx„  1 

Je  dis  que  toute  solution  de  l'équation 

Z  =  PiX, -H  j)jXj  H hp„X„ (2) 

sera  de  la  forme 

F(u„t/„...,«„)  =  0 (1) 

Soit,  en  effet, 

<f>(Z,X^,...,Xn)  =  0 

celte  solution.  On  aura,  d'après  le  n»  2, 

Sa  Sô  Sa 

En  éliminant  Z,  X,,  ... ,  X,  entre  les  équations  (5)  et  (9),  il  vient 
pt^"—  '""  =  0, 

équation  équivalente  à  (1),  d'après  les  propriétés  des  détermi- 
nants fonctionnels. 

*6.  Détermination  de  la  fonction  arbitraire.  Supposons  que 
l'on  demande  de  déterminer  la  forme  de  la  fonction  F  de  manière 

que,  pour  x,  =  x.o,  on  ait,  entre  z,  x,,  x, x,_, ,  une  relation 

de  la  forme 

F,(z,a;„ar,,...,a;,_i) (10) 

5 


(Il; 


(  SO  ) 
On  fera  x„  =  x„o  dans  les  valeurs  des  u  et  l'on  aura  ainsi 

Un  =  Uno  (*•>  ''n  •''2  >  ■  •  •  )  '^n  —  lj 

Soit 

F(m,,«2,...,«„)  =  0, (1-2) 

le  résultat  de  l'élimination  de  z,  a:,,  x^,  ...,r„^i  entre  les  équa- 
tions (10)  et  (H),  rfe  sorte  que  réciproquement  r  éliminât  ion 
de  Uj, ... ,  u„,  entre  les  équations  (M)  et{i'i)  donne  V équation  (10). 
En  faisant  ar„  =  a:„o  dans  (12),  on  trouvera,  entre  z,  Xj, ...,  jc„__i, 
cette  relation  (10). 

On  peut  s'imposer  des  conditions  autres  que  celle  que  non- 
venons  d'indiquer,  et  il  est  facile  de  montrer  comment  on  y 
satisfait,  en  interprétant  les  résultats  précédents,  au  moyen  du 
langage  symbolique  actuellement  adopté  et  relatif  à  un  espace  à 
(«  -t-  \)  dimensions. 

L'équation 

exprime  une  propriété  de  la  variété  linéaire  à  n  dimensions, 
qui  a  un  contact  du  premier  ordre  avec  la  variété  à  n  dimensions, 

F(m,,w,,...,w„)=0. 

Celle-ci  est  évidemment  engendrée  par  les  variétés  à  une  dimen- 
sion 

"i  =  «i5    Mj  =  02,  ...,w„  =  a„, (lô) 

soumises  à  la  condition  analytique  : 

F(ai,flj,...,fl„)=  0 

Cette  condition  analytique  peut  résulter  de  conditions  géomé- 
triques. Si  la  variété  F  =0  doit  passer,  par  exemple,  par  la 
variété  à  {n  —  1)  dimensions  déterminée  par  les  équations 

Vj  =  0,     rj  =  0, (li) 

aux  points  communs  à  la  variété  génératrice  (i3)  et  à  la  variété 


(51  ) 

directrice  (14),  les  valeurs  des  (n-t-d  )  coordonnées  r,  x,,  ar^, ... ,  jc„ 
devront  être  identiques.  On  trouvera  donc  la  condition 

F(fl.,fl,,...,a„)  =  0 

en  éliminant  ces  coordonnées  entre  les  équations  (13)  et  (14). 

Supposons  encore  que  la  variété  F  doive  avoir  une  variété 
linéaire  à  n  dimensions ,  tangente  commune  avec  une  variété  à 

n  dimensions  donnée  : 

F,(a,a;„...,x„)  =  0 (13) 

Le  long  de  la  variété  de  contact,  les  valeurs  des  quantités  p 
seront  communes  à  F  et  F,.  On  aura  donc  : 

dF,  dT,  dF, 

'IZ  dJ",  dj,, 

Les  équations  (15)  et  (16)  donnent  la  variété  de  contact  à  (n —  1) 
dimensions.  On  éliminera  z,  x,,  x^, ... ,  x„  entre  les  équations 
(15)  (13)  (16)  et  on  trouvera  encore  la  condition  F  (a,,  a,, ... ,  o,) 
=  0(*). 

97.  Exemples.    I.    «    Soit   proposée   l'équation   entre   quatre 

variables 

dz  dz  dz 

{y -\- t -^ z)  — -\- {x -^  t -\- z)  —  -^  {X  +  y  -k-  z)  -—=  X  -\-  y  -^  t.  . 
dx  ay  dt 

On  aura  à  intégrer  ces  trois  équations  particuiières  : 

x-^  t-i-Z 

rfy dar=:0, 

y-\-t-^z 

x-\-y-\-z 

dl dx=0, 

y-^t-\-z 

x-^ti-\-t 

dz dx=Q, 

y~¥-l-i-z 

(•)  Les  auteurs  se  sont  Iwrnés,  jusqu'à  présent,  à  la  recherche  de  F  dans  le 
cas  où  l'on  se  donne  la  condilion  (10) ,  ce  qui  esl  naturel,  puisque  l'idée  d'une 
géomélrie  à  (n-t-  1)  dimensions  esl  toute  récente.  Cependant  Cacchv,  vers  la 
fin  du  mémoire  que  nous  analysons  plus  bas  (li\Te  III,  cb.  I),  s'impose  des 
conditions  un  peu  plus  générales  que  (10).  Les  recherches  de  Lie,  qui  sont  la 
continuation  naturelle  de  celles  de  Cacchy,  reposent  essentiellement  sur  la 
.géométrie  à  (n  -t-  1)  dimensions.  [Comparez  la  note  du  n»  4,  p.  6.] 


(  S2  ) 
et  pour  cet  effet,  j'en  tire  d'abord  celles-ci  : 

cly  —  dx  = dx 

QQ   l 

dt  —  dx  = dx, 

X  —  z 

dz  —  dx  = dœ, 

y-i-t-^z 

,         ,        ,,       ,        5  (x -h  y -i- 1 -i- z) 

dx  +  dy  -i-  dl  -\-  dz  =  — dx, 

y  -hl^-z 

d'où  éliminant   _^^_^.,  j'ai  trois  équations  intégrables,  et  dont  les 

intégrales  seront 

{y  —  x)^{x-\-y-^t-hz)=^(x, 

{t  —  37)5  (a;  -+-  î/  -H  <  -t-  s)  =  p, 
{z  —  xf  [x  -\-y  -^  t -^  z)  =  'y  ; 

de  là,  on  aura  pour  l'intégrale  de  la  proposée  a  =  y  (/3,  r)  » 
(Lagrange)  (*). 

Supposons  que  pour  a;  =  0,  on  ait 

On  devra  éliminer  t,  y,  z  entre  cette  équation  et  les  suivantes  : 

yHy-^t-^z)  =  x, 

s' (»/-+-<-+-«)=  y- 

On  trouve  d'abord,  en  ajoutant  ces  trois  relations  : 

a  -t- /3  -4-  y=  y^z-^-t, 
puis , 


_  .y    «       ^^.y    /3        __,y     r 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  dernière  équation ,  on  trouve 
l'équation  de  condition  suivante  : 

(œ  _t-  |3  -4-  y  )*  î  =  «"»  -H  |3V=»  -H  r '"  ; 
(*)  Mémoires  de  Berlin,  1779,  pp.  153-136. 


(  53  ) 
d'où  pour  l'intégrale  : 

L  cr  +  y+c  +  Z  J 

II.  L'équation 

mz  =  fX  -H  Pi^i  H H  />„x„ 

conduit  au  système  auxiliaire 

dz       dx      rfj,  dx„ 

dont  les  intégrales  sont  : 

:  a-, ar„ 

j:'"         ^  x         '  X 

L'intégrale  de  1  équation  donnée  est  donc  : 


\  a;      X  X I 


ce  qui  prouve  que  les  fonctiotis  homogènes  jouissent  seules  de  la 
propriété  exprimée  par  l'équation  aux  dérivées  partielles 

»j5  =  pj-f-p,a:,  H \-p„a!„{''). 

IIL  Soit  à  intégrer  l'équation  (**) 

(Xj  —  X^\„)p^  H-  (Xj  —  XjXj  Pj  H H  (X,_  i  -  a?,_|X„)  p,_  |=  1, 

n  Lacroix,  t.  II,  n»  736,  p.  543. 
(•*)  C'est  à  peu  près  l"équation  étudiée  par  Hesse  dans  le  mémoire  intitulé: 
De  inlegratione  aequationis  differenlialis  partialis 

.       .   9*.      .    9x.  _  9x^ 

A|— Aj- As- A,_,-- 

3*,  yxj  ^Xa— I 

9x,  9x,  9zi  ) 

3Xi  axj  9x.-i  ) 

designantibiis  Kl,  A^,  ...,  \n  funclioties  quaslibet  vahabilium  Xi)  x^, ..., 
x»_i  Uneares  (Journal  de  Crelle,  t. XXV,  pp.  171-177).  Hesse  cite  un  travail 
antérieur  sur  l'équation  différentielle  correspondant  à  n  =  3,  dû  à  Jacobi 
et  auquel  il  a  emprunté  sa  méthode  d'intégration.  Voir  aussi  Sehret,  Calcul 
intégral,  pp.  425-433,  [et  Focret,  C.  R.,  t.  LXXVIII,  pp.  831 ,  1693,  1837.] 


(  54  ) 
où  les  fonctions  X  sont  définies  par  I  équation  ; 

Xî  :=  anXi  -f-  (tiiXi  -1 -4-  fl,-,  M  -  I  iCn  -  1  -4-  G, ,  „ 

Les  équations  auxiliaires  seront  : 

dz  dXi  dx^  dx„-\ 


1        X,  —  iTiX,,       Xj  — a-jX,,  X„_i  — a;,,    iX„ 

ou  encore  : 

''•^'-X  -x\ 
— — — Aj       aiA„, 

dz 

■        Aj  J/jA,,, 

dz 


dx„-, 

=  X„_i  —  Xn-l\n. 


d 
Posons,  avec  H  esse, 

**'  1 j     îî'g ■  î   •  •  •   ;  «^H  —  1   ' 

y,,  Vn  Vn 

y„  étant  une  fonction  encore  indéterminée.  On  aura  : 

dx^ 1   diji        tji  d[in         dxn-i  _  1  d//„_i        y,.-»  di/„ 

dz  ~  Un  dz         yl  dz'      '     dz         y,,    dz  ]]l     dz  ' 

et,  par  suite,  le  système  auxiliaire  sera,  après  multiplication  par  ?/„, 

-, X,2/i  =   —     — \„yn 

dz  yn   \dz 


dy»~i      ^  y»-i  /drj,, 

—  X„    1  y„  -1  = X„«/„ 


^^=X„j/„, 


dz  y,,    \  dz 

Déterminons  y„  par  la  condition 

dy„ 

et  posons  en  général  : 

Y  =  X„i/„  =  a,?/i  -+-  ajji  -\ h-  a„î/„ . 

Le  système  auxiliaire  deviendra  : 

^  =  Y       ^'=Y  -^  =  Y 

dz         "     dz  "■■■'   d3 


(5d) 

On  intègre  facilement  ces  équations  par  la  méthode  des  pro- 
iuits  symboliques  de  Brissox  et  Cauchy  (*).  Si  D  indique  une  dé- 
•ivation  par  rapport  à  z,  chacune  des  équations  précédentes 
jourra  s'écrire  : 


a.,  i/f 


(a.v  -  D)  (/.- 


Oin2/n  =  0. 


L'élimination  de  toutes  les  fonctions  à  déterminer,  sauf  une  quel- 
conque, conduit,  comme  l'on  sait,  à  une  seule  équation  linéaire 
l'ordre  n  : 

«U—  ^'   «li'  °13'  •••)    «»« 

'31,  «32.  «s-   -   D,    ...,    Osn  ^^ 


0*2   , 


,..,  ch,„  —  D 


3n  déduit  de  là,  pour  les  fonctions  y,  des  expressions  de  la 
forme  : 


!/n  =  Ci^,,!  -+-  f  j2»î  ^ h  c„z„ 


;,,  Cj,...,  c„  étant  des  constantes,  ^uj.-.'n»?  des  fonctions  de* 
jni,  dans  le  cas  général,  ne  diffèrent  que  par  des  facteurs  cous- 
ants, pour  deux  fonctions  y. 
On  tire  des  valeurs  précédentes 


Vn         ^CiZni 


i/„_i      2ciZ 


Ic.z^ 


Iaccht,  Exercices  de  mathématiques,  t.  II,  pp.  159  et  suiv.  :  Sur  l'ana- 
des  puissances  et  des  différences.  [Voir  aussi  notre  petit  Mémoire  :  Noie 
iur  la  première  méthode  de  Brisson  pour  l'intégration  des  équations  aux 
iifférences  finies  ou  infiniment  petites.  Mém.  couronnés  et  autres  mémoires 
in-8»  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  t.  XXII.] 


(b6) 

On  aura  l'intégrale  de  l'équation  donnée,  en  éliminant  les  {n  —  1  ) 
constantes 

Cn       Cn  Cn 

entre  ces  équations  et  la  relation  quelconque 

[Au  point  de  vue  de  Lie,  les  équations  qui  donnent  les  valeurs  des 
{n  —  4)  quantités  x,  constituent  l'intégrale  complète  de  l'équa- 
tion donnée.] 

28.  De  quelques  équatmis  que  l'on  peut  rendre  linéaires  {"). 
I.  Soit  l'équation 

Xifi  =  Pih  -+-  Pî/s  ^ ^-  Pnfn  —  /"» 

chacune  des  fonctions  /"étant  de  la  forme 

/  (2         Pi.Xi.i  Ptl  "^l-i  •••  )  <^n)« 

Nous  poserons,  comme  au  n"  21  : 

u-=.z  —  p^Xi . 

On  déduira  de  là  : 

du  =  —  x^dpi  -+-  Psj(tej  H h  PndXn  , 

et,  en  prenant  pour  nouvelles  variables  p,,  ar^, ... ,  a;,.  : 
du  du  du 

~ —  ^  —  ^1  )  ~       =  Pj  »  •  •  •  »  — =  Pn  ' 

dpi  dx^  dXn 

L'équation  donnée  deviendra 

du  du  du 

'  dpi       ^  dx^  "  dXn 

d'oiil'on  tirera  aisément  l'intégrale  de  l'équation  donnée  (voir  n"  2 1  ). 

(*)  Lagrange,  Méni.  de  Berlin,  1779,  t.  IV,  n"'  8  et  9,  p.  632.  L'équation 
donnée  et  la  transformée  ont  été  appelées  réciproques.  Voir  la  note  du  n"  21. 


(  57  ) 
II.  Soit  l'équation  : 

•r/i  -t-  ^ifi  =  Pjs  -• ^  Pnfn  —  A 

chacune  des  fonctions  f  étant  de  la  forme  : 
/■(«,Pi,Pî.-rs,---,a;„), 

et  u  étant  donné  par  la  relation  : 

«  =  ::  — PiJ,  —  p^j. 

On  aura  : 

du  =  —  J,dp,  —  J-jdPî  -+-  Ih'i'^ô  -< ^  Pn*Pn  > 

dw  du  du  du   

dp,  dpj  OJ^S  «Jn 

L'équation  donnée  deviendra  encore  linéaire  : 

du  du  du  du 

dpi  dpi  dXs  dXn 

III.  Et  ainsi  de  suite.  On  doit,  en  particulier,  noter  l'équation 

xJi  -^-  i"/*  H »-  -^nf,.  -+-/■=  0, 

chacune  des  fonctions  /"étant  de  la  forme  : 

fiz  —  p^œ^ -p„a:„,p,,  ...,p„). 

En  posant  : 

U  =  Z—p^X^ PnXn, 

on  trouvera  : 

du  =  —  J-,dp,  —  JCidpi ir„dp„, 

du  du  du  

dpi  '"     f/Pi  ^'""  dp„ 

et  l'équation  transformée  sera  : 

du  du  du 

Ainsi,  l'équation  déjà  étudiée  plus  haut  (n»  il) 

z=p,,riH Kp„j-„-+-/"(p,,Pj,...,p„), 

devient  de  celle  manière 

U  =  f{Px.Pt,--:Pn)- 


En  posant 


on  a  : 

et  par  suite 


(58) 

u  =  f{a„a„...,a„), 


du  :=  0,  dpi  =  0 ,   . . ,  rfp„  =  0, 

dît  =  —  CCidp^ —  Xndpn- 

On  trouve  ainsi  l'intégrale  complète 

z  =  a^x^  H h  anX,,  +  /"(a, ,  Oj , . . . ,  a„) 


§  7.  Mntégi'uHon  d'un  syalètnB  reittaè'quable  d^équalion»  Huéait'ea 
aux  déi'itiéea  pat'IieUea  du  premier  ordre  (*). 

29.  Génération  du  système  de  ces  équations.  Soit  (N  -h  1  )  = 
(m  -+- w),  et  considérons  N  fonctions  Ui,  Vi,...,  u^  de  (m -h  «)  va- 
riables, 

z  j ,  . .  •  I  Z„j  ,3/1,  X^  )  •  •  •  j  '''n  > 

liées  entre  elles  par  m  équations  : 

F,(u,,W2,...,Us)  =  0, (1,) 

F,„(Ui,M2,...,Mn)  =  0 (In) 

Nous  allons  montrer  qu'il  existe  entre  les  dérivées  des  variables  z, 
par  rapport  aux  variables  x,  des  relations  remarquables  indépen- 
dantes de  la  forme  des  fonctions  F. 

Considérons ,  pour  cela  ,  le  déterminant  fonctionnel 

R  =  D^^"^'--'"^^'^^"--"\ (2) 

Sj ,  ...  ,  Z„j ,  d/] ,  ...  ,  X,i 

(*)  Jacobi  (Journal  de  Crelle,  l.  Il,  pp.  321-323).  On  ne  comprend  pas 
pourquoi  les  traités  de  calcul  intégral,  publiés  depuis  l'époque  (1827)  ou  il  a 
donné  cette  extension  des  recherches  de  Lagrange,  ne  font  aucune  mention 
de  ce  complément  indispensable  de  toute  théorie  des  équations  linéaires  aux 
dérivées  partielles.  Nous  abrégeons  l'exposition  de  Jacobi,  sans  la  modifier, 
par  l'emploi  des  déterminants  fonctionnels. 
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ù  entre  lune  quelconque  des  fonctions  F.  Comme  la  fonction  F 
épend  des  fondions  u ,  ce  déterminant  sera  nul.  Donc 

ciF  f/F  f/F  f/F 

Z,  —  H hZ„, -— -t-Xi— -H hX„-— =0,.    .    .     3) 

dz^  dz,„  rfo-,  dXn 

Q  appelant  Z,, ...,  Z„,  X,,  ...,  X„,  les  déterminants  mineurs  de 
,  de  sorte  que 

Z.- =  (-!)'-' D - 


Xi  =  (— 1  )"•+•-' D 


U..  H,, .  «X 


'équation  (3)  est  équivalente  aux  m  équations  : 

^  dF,  ^    dV\  dF,  „    dPi      „ 

Z       *-+... .-t-Z„,-—î- +X,-^ +  •■-+- X„—^=0,  .   .    (5,) 
d3,  a^,„  dXi  dx„ 

^  dF,„  ^    dF„,      _   dF,„  dF,„       „ 

Z       "'  +  ... -+-Z„.-^-+-X,—^-+--..-j-X„—^=0.    .   .(3„) 
dz^  dz-m  do-,  dXn 

însidérons  maintenant  le  déterminant  fonctionnel 

^F.,...,F„  dF,  dF  dF.  dF, 

-;i,...,s,„  da,  dz,  ds^  dz^ 

■1  les  Â,i  désignent  des  mineurs  dont  la  valeur  est  donnée  par  la 
•nnule 

Au  =  {-  1)'+*D  '^»>-vF.-.,Fh-.,...,F„. 

n  aura  donc 

dF,      ^    dF, 
A,i- — hAji— --t-  ••  =  0  , 
dSj  dZj 

,     dF,  dF, 

A,,-— -+-A„- j--=0,  etc. 

d-î  dSj 

Multiplions  les  équations  (5)  respectivement  par  A,, ,  A», , ... ,  A „, , 
ois  par  A,,,  Aj,,  ■-,  A,„î,  etc.,  et  ajoutons,  il  viendra  : 

Z,A-t-2X.(A.,^-*---hA.„,  -^)  =0, (4.) 

1      \       dXi  dXi) 

Z„,A-t-2X.|.\„,.^-4- •••-♦- A,„„, -^j  =0 (4„) 
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Il  est  facile  de  simplifier  ces  relations.  On  a,  pour  chaque  va 

riable  x, 

(IF,       dF^ds^  dF,  dz^  _ 

clx       dz,   dx  dz„  dx  ' 

dF„,       dF,„  ds,  dF,„  dz,„ 

dx        dZi  dx  dz,„  dx 

Multiplions  ces  relations  par 

A,l,    A,-2,  ...,  A(,n  , 

et  ajoutons,  elles  donneront 

.    rff"i  .     d¥„,         dzi 

A,|— 1 V-Aim h  A  —  =  0 (oj 

dx  dx  dx 

A  cause  de  cette  équation  (5),  les  équations  (4)  prennent  la  forme 
très-simple  découverte  par  Jacobi  : 

Z,  =  X,^-4-xA-+-   ■•-^X„i^, (6.) 

dx-i  dx^  dXn 

Z,„=X.^-^X,-^-4-...  +  X„^ (6„,) 

dx,  dx^  dXn 

30.  [Démonstration  directe  des  formules  (6).  Voici  une  dé- 
monstration directe  des  m  formules  (6),  qui  n'a  pas  été  remarquée 
encore,  croyons-nous.  Le  déterminant  fonctionnel 

S.  =  D      -'•'^'-•••'"'^ 

est  nul,  parce  que  les  (m  -4-  7i)  fonctions  iii,... ,  Wj,  et  s,,  des  varia- 
bles Zi, ..-.,  z^,  Xi, ...,  x„  ne  sont  pas  indépendantes,  puisqu'il 
existe  entre  elles  m  relations  (1).  L'équation,  qui  exprime  cette 
dépendance,  savoir 

s,  =  o, 


I 


est  précisément  l'équation  (64).] 

Si  l'on  remplace  les  A,  par  leur  valeur,  dans  chacune  des  équa- 
tions (4),  on  arrive  à  une  formule  remarquable  de  la  théorie  des 
déterminants  fonctionnels.  Elle  exprime  la  même  chose  que 
l'équation  8^  =  0,  mais  les  relations  entre  les  z  et  les  «,  suppo- 
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CL?  explicites  dans  celte  dernière,  sont  supposées  sous  forme 
iiiplicite  dans  la  formule  dont  nous  parlons.  Nous  croyons  inutile 
le  récrire. 

31.  lîitégration  du  système  {6). Si  dans  le  système  (6), Z,,...,Z„, 
V,.  ...,X„,  sont  des  fonctions  quelconques,  pour  intégrer  ce  sys- 
inie,  on  cherchera  d'abord  les  N  intégrales 

«l  =  Cl .  «j  =  Oj  ,  . . .  ,  «s  =  fls , 

les  équations 

dSi  dz„,       dx^  dx„ 

Toute  fonction  F  des  quantités  u  satisfera  aux  équations  (5)  et  par 
suite  égalée  à  0,  aux  équations  (6).  On  pourra  donc  prendre  pour 
système  intégral  des  équations  (6),  m  relations  de  la  forme  F^O. 
Réciproquement  toute  équation 

à  (5,,...,z„,,a-i,...,a;„)  =  0, 

qui  satisfait  avec  (m  —  \)  autres,  au  système  donné  (6),  est  de  la 

forme  (I). 

En  effet,  on  aura  : 

Sa        Sa  dz.                  S'il  dz„ 
1.  _4 L  i  +  ...  _j L —  0 

Sx^       Szi  dXi  Sz„  dx^        ' 

Sp  Si    dZi  Si     dZm 

SX„         <?ï,  dXn  Sz„   dXn 

Multiplions  ces  équations  par  X,,  Xf, ...,  X„,  et  ajoutons  les  pro- 
duits. Il  viendra,  en  tenant  compte  des  équations  (6)  : 

Si  Si  Si  Si  Si  Si 

SZt  Sz^  Sz„  'JJ-,  c»J,  SXn 

Cette  équation  donne,  avec  les  équations  (3),  où  Ton  fait 


D     ^".^"»>-."^    ^0 


«•  ;'  =  F(«„u,,...,ur), 

""  lu'il  fallait  démontrer  (*). 

';  Cette  réciproque  n'est  pas  donnée  par  Jacobi. 


k 
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32.  Conclusion  générale.  Il  résulte,  des  théorèmes  démontrés 
dans  ce  chapitre,  que  la  solution  d'un  système: 


Y.        Y, 


^  Y* '■ 


(A) 


au  moyen  de  (A;  —  \)  relations  : 

"!  =  «!,        "2  =  0^, 

Y,,  Y2,  ...,  M,,  W2, ...  étant  des  fonctions  de  ?/, ,  ^2, ...,  entraîne 
celle  des  systèmes  d'équations  suivants  : 


(A-2). 


(A-l). 


Y       -Y       ^ 

dv„ 


Y^'^-i-etc, 


|y,    =v. 


'rfy* 


-+-\,-^-t-etc.; 

c'y*  dy^ 

T      '       ,•       dij.  du, 

^^4  dy^ 


Y  —Y      Jh-^x  ^^^ 

«yi-i        di/k 

Y  —V         ^^«    _i_v  ^'!'^ 
Yj      =^A_)- I-ÏA-— , 

d!/i-i  dijk 


Y       —Y       ^I-lLll^v  ^^^*- 


(B) 


dyk-i 
'y       —  y       ^^» 


dyt 


Y,      =Yx 


Ya_,=Y* 


dyi  ' 

dyk-i 
dyk  ' 
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dont  le  premier  est  réduit  à  une  équation,  et  dont  le  dernier  est 
le  système  (A)  lui-même.  La  solution  d'un  quelconque  des  sys- 
tèmes (B)  se  eompose  d'autant  de  relations  distinctes,  de  la  forme 

FK,....Ui)  =  0, 
quil  y  a  d'équations  dans  le  système. 


CHAPITRE  II. 

MÉTHODE  DE  LAGRANGE  POUR  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS 
AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  A  TROIS  VARIARLES  ET  DE  QUEL- 
QUES ÉQUATIONS  CONTENANT  UN  PLUS  GRA>'D  NOMRRE  DE  VA- 
RIABLES Ç). 


§  8.   Mdé«  fféttêÊ'al^  «fe  la  tNéMo<fe  «f«  ÊMffrangv. 

Z9.  Idée  générale  de  la  méthode  de  Lagrange.  Soit 

/^(^,y,5,P,9)  =  0,    ou    </  =  x(a?,y,2,p), (1) 

(*)  Lagrange  (Mémoires  de  Berlin,  1772,  Œuvres,  i.  III,  pp.  549-577)  a 
ramené  l'intégration  des  équations  quelconques  du  premier  ordre  à  trois  va- 
riables, à  celles  des  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  à  quatre  varia- 
bles et  aussi  du  premier  ordre.  Il  a  réduit ,  comme  on  l'a  vu  dans  le  chapi- 
tre I",  l'intégration  de  celles-ci  à  celle  des  équations  différentielles  ordinaires, 
en  1779  ;  cependant  en  1785,  il  ne  voyait  pas  encore  clairement  qu'il  résulte  de 
là  que  l'inlégralion  des  équations  aux  dérivées  partielles  quelconques  à  trois 
variables  est  ramenée  à  celle  des  équations  différentielles  ordinaires,  car  dans 
son  Mémoire  de  cette  année,  p.  188,  il  déclare  ne  pouvoir  achever  l'intégra- 
tion d'une  équation  non  linéaire.  C'est  Cbarpit  qui  a  montré,  le  premier,  en 
1784,  dans  un  mémoire  qui  na  jamais  élé  publié,  la  connexion  de  ces  trois 
questions  :  intégration  des  équations  différentielles  ordinaires,  intégration  des 
équations  linéaires  aux  dérivées  partielles,  et  intégration  des  équations  non 
linéaires  aux  dérivées  partielles.  .Nous  empruntons  ces  remarques  à  Lacroix, 
I-  II,  n«  740,  p.  548,  et  Jacobi  (Journal  de  Crelle,  t.  XXIII ,  p.  3). 
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l'équation  donnée.  Remplaçons  q  par  sa  valeur  dans 

dz  =  jxlx  -i-  qdy; (2j 

il  viendra 

dz  =  pdx-hK{x,y,z,p)d!j (ôj 

La  méthode  de  Lagrange,  sous  sa  première  forme,  consiste  à 
chercher,  en  général  par  tâtonnement,  une  valeur  de  p  conte- 
nant une  constante  arbitraire  a  et  rendant  l'équation  différentielle 
totale  (5)  intégrable;  puis  à  en  déduire  z  avec  une  seconde 
constante  arbitraire  b. 

Autrement  dit  encore,  et  sous  une  forme  plus  générale,  on 
doit  chercher  une  relation  autre  que  (1)  entre  x,  y,  z,  p,  q, 
contenant  une  constante  arbitraire,  et  telle  que  les  valeurs  de  p 
et  q  qu'on  déduit  de  cette  relation  et  de  (1),  rendent  l'équation  (2) 
intégrable  (*). 

La  méthode  s'étend  sans  peine  à  un  nombre  quelconque  de 
variables.  Soit 

f{Z,Xi,...,Xn,pi,...,Pn)  =  ^,      OU      Pn  =  ^{Z,Xi,...,X„,Pi,...,p„-0,    {V) 

l'équation  donnée.  Remplaçons  p„  par  sa  valeur  dans 

dz  =  pidXi  -4-  p^dx^  H j-  pndx„  ; (2'j 

il  viendra 

dz  =  PidXi  -+-  p^dx^  H h  rdx„ (ô') 


11  faudra  trouver  pour  pi,  p^, .-.,  p„^i  des  valeurs  contenant 
chacune  une  constante  arbitraire  et  rendant  (5')  intégrable.  Plus 
généralement,  il  faut  trouver  (n — 1)  relations  contenant  cha- 
cune (n  —  i)  constantes  arbitraires  et  donnant,  avec  (4),  pour 
;ji,  p^,  --ipn,  des  valeurs  qui  permettent  d'intégrer  l'équation  (2'). 
Telle  est  la  méthode  de  Lagrange,  sous  sa  forme  la  plus  géné- 
rale. Nous  allons  montrer,  sur  quelques  exemples,  que  l'on  peut 
déjà,  au  moyen  des  indications  qui  précèdent,  intégrer  des  équa- 
tions assez  compliquées. 

(*)  Lagrange,  dans  son  premier  mémoire,  a  indiqué  la  méthode  générale 
pour  trouver  cette  seconde  relation,  mais  sans  pouvoir  la  faire  aboutir  en 
général,  puisqu'il  ne  possédait  pas  alors  l'intégration  des  équations  linéaires. 
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34.  Exemples.  I.  Soit  à  intégrer  les  équations  (*)  : 

2»  q  =  x  ip,  y). 

)n  aura 

dz  =  pdx  -t-  xpdy,    dz  =  pdx  -+-  x  [p,  y)  dy, 

iquations  immédiatement  intégrables  si  on  fait  p=a.On  trouve 
es  intégrales  complètes  : 

z  =  ax  -hb-+-  xay, 

z  =  aj  -4-  6  -t-^  {a,  y)  dy. 

En  appliquant  ce  procédé  d'intégration  aux  équations  : 

pq=l, 

p*  -i-  g*  -t- 1  =  m*, 

p  =qy  +  q'-, 

on  trouve  les  intégrales  complètes  : 

y 

z  =  ax-+-  6  H —  ' 
a 


z  =  ax  -i-  b-i- 


\/m*  —l  —  a* 
z=:ax-¥-  h zt 


t±i^yy^^^ai(,^v7^ 


La  seconde  de  ces  équations  répond  au  problème  suivant  :  «  Trou- 
ver tes  surfaces  dont  l'aire,  pour  une  portion  quelconque,  est  à  sa 
projection  sur  le  plan  des  xy,  dans  le  rapport  m  :  1  ;  ou  encore  : 
Trouver  les  surfaces  dont  les  normales  soient  parallèles  aux  gé- 
nératrices d'un  cône  droit  (Comp.  n"  15). 
II.  Soit  à  intégrer  :  1»  L  équation  (**) 

A(a;,p)=/;(y,g). 

(*)  Lagrange,  Mémoires  de  Berlin,  1772,  1",  â"»  et  S™»  cas  ;  Œuvres, 
I.  Ill,pp.  5o8-o60. 

(**)  LaGrange,  Mémoires  de  Berlin,  1772,  4'n«  cas,  Œuvres,  t.  III,  p.  561; 
Mémoires  de  Berlin ,  1774,  n»  50, Œuvres,  t.  IV,  p.  80. 

C 
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On  posera 

f^{x,p)  —  a,    /»((/,  g)  =  a. 

On  en  déduira  : 

d'où 

dz  =  f^  {x,  a)dx-\-f^  {y,  a)  dy, 

s=J?i(x,a)dx-^J'f^(y,a)dy-hb. 

2°  Soit  de  même  à  intégrer  (*) 

F  (A,  A,  ...,/■„)  =  0, 
où 

fi  =  fi{Xi,PifZ). 

Il  suffira  de  poser 

F(o,,as,...,a„)  =  0 

pour  pouvoir  déterminer,  pif  en  fonction  de  x,,pif  en  fonction 
de  Xi,  ...  ,  de  manière  que 

dz  =  PidXi  H i-p„dx„ 

deviendra  intégrable  après  multiplication  par  -f. 

On  peut  rattacher  à  ces  deux  exemples  la  méthode  dite  par  sé- 
paration des  variables  ;  on  la  trouvera  plus  bas  (§  19,  n"  72). 

III.  Soit  encore  à  intégrer  l'équation  {**) 

q  =  pf{x,y)-\-F{x,y,z), 
On  aura 

dz  =  p[dx-+-f{x,  y)  dy]  +  ?dy. 
Intégrons 

«te  -♦-  fdy, 

au  moyen  d'un  facteur  intégrant  v,  de  manière  que 

V  {dx  ■+-  fdy)  ^=  du. 

(*)Lagrange,  Mémoires  de  Berljn,  1772,   n»'   13-14;  Œuvres,  t.  III, 
p.  S74. 

(**)  Lagrange,  Mémoires  de  Berlin,  1772,  S"'  cas,  l.  III,  p.  367;  idem, 
1774,  t.  IV,  n»  52,  p.  82. 
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►n  éliminera  x  de  F,  en  y  introduisant  u,  puis  on  intégrera 
ds  —  Fdy  =  0 

u  moyen  d'un  facteur  intégrant  V,  de  telle  sorte  que,  dans  celte 

vpolhése , 

V(ds— Fdy)  =  dU, 

U  encore ,  en  supposant  u  variable ,  que 

du 

V  {dz  -  Fdy)  H du  =  dU. 

du 

In  introduisant  du  et  dV  dans  la  valeur  de  dz,  il  vient  enfin 

dl'  \pdu'      fdU 

dH  =  V  (dz  —  Fdy) -*- -— du  = -î— I  M- —  du . 
du  V   1      fdu 

•osons 

Vp       dU 
V        du 

!t  nous  aurons,  pour  intégrale  : 

U  —  au  -  6  =  0. 
Ainsi,  par  exemple,  si 

y 

T 

«  =  x* -+-!/*.    w  =  2j-,     U  =  l  (3-t-u)  —  y,    V  =  (5-*-u)-', 

•4  l'intégrale  e^ 

—  y  -+- 1  (3  -♦-  a^  -+-  y»)  —  a  (X* -t-  »,*)  —  6  =  0. 

IV.  Soit  enfin  l'équation  (*) 

9  =  f/"xAxx/",y  x/ss. 
«eus  poserons 

p  =  Fjx .  F,s, 

'i  cl  F,  étant  des  fonctions  encore  indéterminées.  On  aura 

(/=  =  F,x .  F^ .  dx  -♦-  (F,x)- .  f,x  X  /;y  X  (F^)-  .  f^sdy. 

(*)  Lacka.ngr,  Mémoires  de  Berlin ,  1772,  9">«  cas,  l.  III ,  p.  369. 
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Si  l'on  détermine  F,  et  F2  par  les  relations 

(F,r.)"'-'/-32  =  l, 

{V^X)"'f^X  =  a'", 

il  vient  : 

dz         adx 

^«      \/f,x 

qui  est  immédiatement  intégrable. 

On  trouve  la  même  solution,  par  la  méthode  dite  de  séparation 
des  variables  (voir  plus  bas,  §  19,  n"  72). 

§  9.   Mèlhode  de  Eiagt'aêtge  poui'  Vittiègvation  de»  équalions 
auae  défilée*  pai'Hellea  A  tt'oia  variable»  (*). 

35.  Cas  où  l'équation  ne  contient  pas  la  variable  dépendante. 

Soit 

f{i^-y,P,q)  =  ^,    ou    q  =  K{x,y,p) (1) 

l'équation  donnée.  On  sait  que 

dz  =  pdx  ■+■  qdy (2) 

Si  l'on  connaissait  les  valeurs  de  p  et  de  q  en  x  et  y,  on  devrait 
avoir 

dy       dx 

et  l'équation  (I)  pour  ces  valeurs  deviendrait  une  identité.  On  a 

donc  : 

dq       Sx        Sk  dp  ,, 

—  = 1 (i) 

dx       Sx       Sp  dx 

Sf        Sf  dp        Sf  dq       „ 

—  -+-  —  —  -+-  — —  =  0 (4') 

Sx       Sp  dx       Sq  dx 

Éliminons  ~  de  la  relation  (4)  ou  de  la  relation  (4'),  au  moyeu 

(*)  Outre  los  écrits  cités  au  commencement  du  §  7,  voir  Jacobi,  Vork- 
siingen  uber  Dynamik,  leçon  22,  pp.  108-173. 
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ir- 

de  (5);  nous  trouverons  que  p  doit  satisfaire  à  l'une  des  équa- 
tions linéaires  équivalentes  : 

dp       ^x       àx  dp  -«. 

—  =  — -t-  — — ) W 

dy       àx       dp  dx 

i^^i^^^i^^=o (5') 

•ix       dp  dx       ëq  dij 

Réciproquement,  si  l'on  connaît  une  solution  des  équations (o) 
ou  (5),  la  valeur  de  p  donnée  par  cette  solution,  et  la  valeur  cor- 
respondante de  q  donnée  par  (1),  rendent  dz  intégrable,  ou  satis- 
font à  réquation  (3).  En  effet,  des  équations  (1),  (o)  ou  (I),  (5) 
on  déduit  l'équation  (3). 

Ainsi,  on  trouvera  toutes  les  solutions  de  l'équation  (4),  en 
cherchant  toutes  les  valeurs  de  p,  qui  satisfont  à  l'équation  (o) 
ou  à  l'équation  (5),  puis  au  moyen  de  (1),  toutes  les  valeurs  cor- 
respondantes de  ^,  et  intégrant  l'équation  (2).  En  général,  il 
vaudra  mieux  se  contenter  de  chercher  une  valeur  de  p  conte- 
nant une  constante  arbitraire  a,  et  satisfaisant  à  (3'),  puis  la 
valeur  correspondante  de  q,  et  enfin  intégrer  (3)  ;  on  arrivera 
ainsi  à  une  solution  de  l'équation  [\)  qui  contiendra  deux  con- 
stantes arbitraires,  et  qui  sera  une  intégrale  complète. 

L  intégrale  de  l'équation  (1)  peut  être  trouvée,  par  des  calculs 
plus  symétriques,  si  l'on  cherche  une-seconde  relation 

entre  x,  y,  p,  q,  qui  serve  à  déterminer  p  el  q  avec  (1)  de  la  ma- 
nière suivante.  On  a  alors 

df         Sf  dp         Sf  dq  àf        df  dp         3f  dq 

T"  —  —  -+- — =  O  )       T~  — H  ":; "t-  —  —  ^^  U  ; 

dX       dp  dx        èq  dx  ày        dp  dy        Sq  dy 

dx        ?p  dx       dq  dx        '      dy        Sp  dy       Sq  dy 

Éliminant,  au  moyen  de  la  théorie  des  déterminants, 

dp     dq      dp      dq 
dx     dx     dy     dy 
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entre  ces  équations  et  l'équation  (5) ,  il  viendra  : 

ou 

£^^'_^^/i^_  !L^A  _  ^^  =  0  (G) 

Sx  Sp       Sp  Sx        Sy  Sq         Sq  Sy 

36.  Cas  général.  Soit  maintenant  l'équation 

f{x,y,z.p,q)  =  0,    ou    q  =  x(x,y,z,p) (7); 

On  sait  que 

clz  =  pdx-+-q(ly (2) 

Si  l'on  connaissait  une  seconde  relation 

f,{x,y,z,p,q)  =  0, (8) 

entre  x,  y,  z,  p,  q,  on  pourrait  déduire,  de  cette  équation  et  de 
l'équation  donnée,  les  valeurs  de  p  et  de  q,  et  en  substituant  ces 
valeurs  dans  l'équation  (2),  celle-ci  deviendrait  immédiatement 
intégrable.  On  devra  donc  avoir 

±  =  ^, (9) 

dy      dx 

Ty-^-i'=rx-^-à' (') 

pour  toute  relation  (8)  correspondant  à  une  solution  de  (7). 

Supposons  que  l'on  substitue  dans  l'équation  (7)  les  valeurs  de 
p  el  de  q  en  X,  y,  z,  déduites  de  cette  équation  (7)  et  de  l'équa- 
tion (8);  l'équation  (7)  deviendra  une  identité,  et  par  suite  ou 

aura  : 

Sq       Sk       Sx  Sp        Sq       Sx       Sx  Sp  ,,q. 

Sx       Sx      Sp  Sx        Sz      Sz       Sp  Sz 

'"       '1^1'l.^lL'A^,    !L^IL'±^l!l^o. .  .  (10') 

Sx      Sp  Sx      Sq  Sx         '      Sz      Sp  Sz       Sq  Sz 

Au  moyen  des  équations  (10),  ou  (dO')  et  (7),  on  pourra  éliminer 
^1  ^  de  l'équation  (9),  qui  deviendra  ainsi  : 

Sp  Sx       Sp       Sp  (     S»  \       Sx  Sx 

Sx  Sp       Sy      SzV   Sp  /      Sx         Sz 
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Sx  âp      Sy  Sq       X  ip       ^  Sqj  Sz       \Sx       'Szj  ^      ' 

Réciproquement,  des  équations  (7)  (11)  ou  (7)  (11'),  on  peut 
déduire  l'équation  (9).  L'intégration  de  l'équation  (7)  est  donc 
ramenée  à  celle  de  l'équation  (11),  ou  de  l'équation  (11')  d'où  l'on 
suppose  q  éliminé. 

On  peut  aussi  ramener  l'intégration  de  (7)  à  la  recherche  d'une 
relation  implicite  (8).  Pour  cela,  on  tirera  de  (7)  et  (8), 

Sx      Sp  Sx      Sq  Sx         '     Sx      Sp  Sx      Sq  Sx         ' 

Sf       Sf  Sp      Sf  Sq       ^       Sft      Sf^  Sp      SU  Sq 

Sy       Sp  Sy      Sq  Sy         '      Sy       Sp  Sy       Sq   Sy         '  ^  ^     ' 

Sz      Sp  Sz      Sq  Sz         '     Sz       Sp  Ss      Sq  Sz 
Les  deux  premières  de  ces  équations  donnent  : 


les  secondes 


les  troisièmes 


!/,?        p,q  ^y 


z,p  q,  p  Sz  z,  q  p,q  Sz 

Combinant  ces  relations  avec  (9')  il  vient  : 

D»  '  / 1      .      r«  '  '  '   »                  T\   '  '   '  t  n    If  II  n. 
\-  D j-  p  D H  q  D  — —=.  0: 

x,p  y,q  z.p  z,q 

ou,  en  changeant  les  signes,  et  ordonnant  suivant  les  dérivées 
de/. 


'Ji'l'AUr'lVM'l^.lU'AE^a'l 


'%- 


Sp  ■    SySq-    J.\P5^-*-^I^j-lFi^-*-Pd^j-7^te  +  ^-l  =  «-(*3) 

On  arrive  au  même  résultat,  par  la  théorie  des  déterminants,  en 
éliminant  les  dérivées  de  p  et  q  entre  (9)  et  (12).  On  peut  aussi 
remonter  des  équations  (7)  et  (15)  à  l'équation  (9). 


i 
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37.  Déduction  de  l'intégrale  générale,  de  V équation  fllj, 
fH'J  ou  (13).  Les  systèmes  d'équations  différentielles  simulta- 
nées correspondant  à  ces  équations,  d'après  le  n°  32,  sont  : 


dx 

dij 

dz 

dp 

Sa 

1 

Sk 

Sx 

Sk 



X  —  p- 

— 

-4-  p  — 

ôp 

èp 

Sx 

'^  Sz 

dx 

dij 

dz 

- 

-  dp 

Sf 

Sf 

^f  ^ 

Sf 

Sf 

Sf 

Pv-  + 

9-;r 

■+■  P — 

ôp 

èq 

'  Sp 

H 

Sx 

'^  Sz 

dx 

dy 

dz 

—  dp 

-dq 

H 

Sf 

Sf 

Sf 

Sf 

Sf 

Sf 

_       Sf 

p \- 

Q-^ 

-+■  P  — 

t-Q-r- 

rip 

àq 

^  Sp 

^Sq 

Sx 

^  Sz 

sy 

'  Sz 

(15.1 


Considérons  l'un  quelconque  de  ces  systèmes;  on  tire  immédiate- 
ment des  deux  premières  équations 

dz  =  pdx -\' qdy , (1-i) 

relation  qui  peut  donc  remplacer  l'une  d'elles.  Lagrange  a  ingé- 
nieusement déduit  de  là  la  solution  d'un  paradoxe  analytique 
qu'il  avait  découvert  lui-même. 

Le  système  (U  J  a  pour  solution  un  système 

u  =  a,    V  =  b,    10  =  c, 

où  u,  V,  w  sont  des  fonctions  de  x,  y,  z,  p,  et  o,  6..  c  des  constantes. 
Par  conséquent,  l'intégrale  de  l'équation  (11)  ou  (H')  est  une  rela- 
tion de  la  forme 

u  =  f  {v,iv) (i-^) 

<f  étant  arbitraire. 

«  Cette  équation  (15),  dit  Lagrange,  combinée  avec  l'équation 

donnée, 

f{x,y,i,p,q) (") 

donnera  les  valeurs  de  p  et  (/  en  x,  y,z,  qui ,  étant  substituées 

dans  l'équation 

di  =  pdx  -t-  qdy (2) 

la  rendront  susceptible  d'une  équation  enx,y,  z  qui  sera  l'équa- 
tion cherchée.  » 
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«  Comme  jusqu'ici,  rien  ne  limite  la  fonction  ^  {v,  w),il  s'en- 
uivrait  que  l'équation  primitive  dune  équation  du  premier  ordre 
i  trois  variables  pourrait  renfermer  une  fonction  arbitraire  de 
ieux  quantités;  il  est  facile  de  se  convaincre  qu'il  est  impossible 
ie  faire  disparaître  d'une  équation  à  trois  variables  une  fonction 
irbitraire  de  deux  quantités  par  le  moyen  de  ses  deux  équations 
lérivées.  » 

Cette  objection  n'est  pas  tout  à  fait  exacte.  On  peut  dire  sim- 
jlement  ceci  :  il  est  assez  extraordinaire,  au  premier  abord,  que 
'équation  primitive  d'une  équation  du  premier  ordre  à  trois  va- 
riables puisse  dépendre  de  la  valeur  de  p,  déduite  d'une  rela- 
lion  (15)  qui  renferme  une  fonction  arbitraire  de  deux  quatitités. 
fuoi  qu'il  en  soit,  Lagrange  a  très-bien  expliqué  le  paradoxe  que 
DUS  venons  de  faire  connaître  et  a  donné  en  même  temps  le 
loyen  de  trouver  l'intégrale  générale  de  léquation  (7),  comme 
îuit  : 

Au  lieu  des  variables  x,y,z,p,  qui  entrent  dans  les  équa- 
tions (llj  ou  (lU),  nous  prendrons  u,  v,  iv,p.  L'équation  (14) 
pouvant  remplacer  l'une  des  équations  (H„)  ou  (Hâ),  «  dans  la 
formule  dz  —  pdx  —  qdy,  les  termes  provenant  de  la  variabilité 
de  p,  se  détruiront  mutuellement,  puisque  ces  mêmes  expres- 
sions »  des  anciennes  variables  en  fonction  des  nouvelles,  «  ren- 
dent cette  formule  nulle  dans  le  cas  où  m,  r,  w  sont  constantes. 
Elle  deviendra  donc  de  la  forme  : 

Udu  ■+-  \dv  -+-  Wdw , 

dans  laquelle   U,  V,  W  seront  des  fonctions  de  p,  u,  v,iv  » 
(Lagraxge).  Au  lieu  de  l'équation  (14),  on  peut  donc  prendre 

Vdu-i-\dv+Vfdw  =  0 (16) 

Comme  l'équation  (13),  qui  est  une  solution  de  celle-ci,  ne  con- 
tient plus  explicitement  />,  il  en  sera  de  même  de  (16),  de  sorte 
qne  U,  V,  W  sont  exprimés  au  moyen  de  m,  v,  to  seulement. 
Au  lieu  d'intégrer  la  relation 

di  =  pdx  ■+■  qdy (2) 


(74) 
après  y  avoir  remplacé  p  etq  par  leurs  valeurs  tirées  de 

f{x,y,z,p,q)  =  0, (7) 

u=?{v,tv), (15) 

nous  pouvons  donc  intégrer 

Udu-4-Vdu-t-Wdtc  =  0, (16) 

en  tenant  compte  de 

w  =  ?(v,to), (15) 

les  fonctions  u,v,wne  contenant  pas  q,  même  implicitement,  si 
elles  ont  été  déterminées  au  moyen  de  (Ha).  On  tirera  de  (15) 

ff         if 
du  =  -—dv-i--r—  dw, 

Sv  àW 

et  par  suite,  on  aura,  au  lieu  de  (IG)  : 


U-^ -t-Vl  dv-t- (U-^-l-VV)d«;  =  0, (17) 


d'où  l'on  pourra  éliminer  u  et  déduire  une  relation  de  la  forme 

v  =  <!^{iv) (18) 

En  éliminant  p  entre  (15)  et  (18)  on  aura  l'intégrale  générale 
cherchée.  Si  l'on  avait  laissé  q  dans  w,  v,  iv,  on  ajouterait 
l'équation  donnée  (7)  aux  équations  (15)  et  (18).  En  tout  cas,  on 
voit  que  u  et  v  sont  des  fonctions  de  w  l'une  et  l'autre,  mais  l'une 
d'elles  n'est  pas  arbitraire. 

Les  équations  (13„),  qui  sont  au  nombre  de  quatre,  ne  donnent 
rien  de  plus  que  les  équations  (11„)  ou  (1  IL),  parce  que  l'une  des 
solutions  de  (15„)  est  /  =  0,  comme  on  le  trouve  aisément.  En 
effet,  si  l'on  forme  un  rapport  égal  à  ceux  qui  entrent  dans  (15») 
et  dont  le  numérateur  soit 

Sf  if  df  df  Sf 

-^  dx -{-  -^  du -\ dz-i-  —  dp-+--—dq, 

ix  hj   ^      dz  dp    '^      Sci 

on  trouve  que  le  dénominateur  est  nul.  Une  des  équations  (15a) 


(  -'6  ) 

leut  donc  être  remplacée  par  rf/'=0,  ou  /"=  constante.  Cette  con- 
, tau  te  doit  être  nulle,  puisque  sans  cela  lintégrale  trouvée  serait 
incompatible  avec  l'équation  donnée.  Le  système  (lôo)  équivaut 
ionc  au  système  (1 1  „)  auquel  on  ajoute  f=0  (*). 

3S.  Recherche  de  rintégrale  complète  {**).  Prenons ,  pour  la 
relation  (15),  l'équation 

ii  =  a  +  bv  -i-  en- . 

m  a,  b,  c  sont  des  constantes  arbitraires,  et  faisons  6  =  0,  c  =  0. 
•n  trouvera 

u  =  a (20; 

lette  équation ,  avec 

f{x,y,s,p,q)  =  0, (7) 

lonnera  p  el  q  exprimés  au  moyen  de  la  constante  arbitraire  a, 
|?l  des  variables  x,y  ,z.  Par  suite 

di  =  pdx  -+■  qdy 

sonduira  à  une  solution  avec  deux  constantes  arbitraires  qui  sera 
^intégrale  complète. 

On  peut  arriver  à  celle-ci  d'une  autre  manière,  en  certains  cas. 
Supposez  que  dans  l'équation  (IG),  on  ait  W^O.  Il  est  clair  que 
l'on  satisfera  à  celle-ci,  en  posant 

relations  qui,  avec  (7),  donneront  l'intégrale  complète  (voir 
l'exemple  du  n"  59). 

I    O  Lagrasce,  Leçons, pp.ZSô  et  suiv. Lacroix,  t.II,a»747,p.564.LAGRA>GE 
dit  encore  :  on  a 

V  =  ifur ,    u  =  %MJ 
avec  la  condition 

U%'«7  -I-  Vif/tc  -+-  W  =  0. 

(**)  C'est  là,  si  nous  comprenons  bien  Lacroix,  l.  II,  u"  741 ,  p.  549,  une 
idée  de  Charpit.  Lacroix,  t.  III,  p.  705,  fait  connaître  quelques  remarques 
ite  Poissos ,  sur  la  liaison  qui  existe  entre  le  procédé  qui  donne  la  solution 
générale  au  moyeu  de  l'intégrale  complète,  et  celui  que  nous  avons  exposé 
an  numéro  précédent. 
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Remarque.  La  méthode  de  Lagrange  comporte  une  double  ex- 
tension dans  le  cas  où  le  nombre  des  variables  est  supérieur  à 
trois.  On  peut  ramener  la  question  à  la  détermination  d'une  inté- 
grale d'une  équation  analogue  à  (16),  telle  qu'elle  soit  en  même 
temps  l'intégrale  de  l'équation  donnée;  c'est  ce  qu'a  fait  Jacobi, 
dans  son  extension  de  la  méthode  de  Lagrange,  comme  on  le  verra 
au  chapitre  suivant.  Cette  méthode  exige  l'intégration  complète 
des  équations  (i4„),  (lia)  ou  (13„).  Mais  Jacobi  a  trouvé  une  autre 
extension  de  la  méthode  de  Lagrange,  qui  mérite  le  nom  de  mé- 
thode de  Jacobi,  et  qui  est  fondée  sur  Vintégration  incomplète 
d'un  certain  nombre  de  systèmes  d'équations  analogues  à  (i3„). 
Cette  méthode  sera  exposée  dans  la  seconde  partie  de  ce  mémoire. 


§   10.   Exempte»  (*). 

39.  Exemple  d'application  de  la  méthode  du  n"  37.  Soit 

Z  =  pq 

l'équation  donnée.  Les  équations  auxiliaires: 

dx       dij        dz        dp 
q         p        'ipq        p 

{*)  Le  premier  de  ces  exemples,  qui  a  été  admirablement  choisi  par  La- 
grange ,  comme  application  de  la  méthode  générale ,  se  trouve  dans  les 
Leçons,  etc.,  p.  393.  La  classification  des  autres  est  due  à  Legendre  (Mé- 
moires de  l'Académie  de  Paris,  1787  :  Mémoire  sur  l'intégration  des  équations 
aux  différences  partielles,  pp.  309-331  ;  §  IX,  pp.  337-348  :  Des  équations  non 
linéaires  du  P''  ordre),  résumé  par  Lacroix,  t.  II,  n"'  742-747,  pp.  530-364. 
Les  cas  particuliers,  où  l'on  parvient  à  terminer  les  calculs,  ont  été  empruntés 
par  l'un  et  l'autre,  à  Lagrange,  Mémoires  de  Berlin,  1772,  1774,  1783. 
Jacobi  (Journal  de  Crelie,  t.  XXIII,  p.  2)  fait  remarquer  que  plusieurs  de  ces 
exemples  traités  par  Lagrange  avaient  déjà  été  résolus  par  Euler,  au  moyen 
d'artifices  particuliers.  Nous  faisons  aussi  quelques  emprunts  à  Boole,  Treatise, 
ch.XIV.  Pour  abréger,  nous  avons  laissé  de  côté  les  raisonnements  de  Lacroix 
relatifs  à  une  méthode  générale,  pour  découvrir  de  nouveaux  cas  d'intégra- 
tion (t.  II,  n»  743,  p.  538),  et  l'exemple  qu'il  en  donne,  savoir 

lqx2 

y 

Ou  intègre  cette  équation  en  posant  ay  =  qxz  (t.  II ,  p  561). 


1      /<, 


•■—qyzj 
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conduisent  facilement  aux  intégrales  : 


U  =  M  —  P  =  fl  ,       l'  =  -T  =  ^  •      te  —  X  —        —C. 

J  '■  p-  p 

On  tire  de  ces  trois  équations  : 

((>,  =  du -i-dp,    ch  =  -2pvdp-i-p*dv,    dx  =  dw-^pdv-i-vdp. 

L'équation 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0 

prend  la  forme 

dw  -+■  rdu  =  0. 

Si  l'on  fait 
cette  équation  devient 

dw  -t-  ?(«,»)  du  =  0, 

qui  conduit  à  l'intégrale  générale. 
En  posant,  au  contraire, 

dtc  =  0,    du=0, 
ou 

tf  =  x— -  =  c.    u  =  ij  —  p  =  (i. 

p 

on  trouve  deux  relations ,  qui  par  élimination  de  p  conduisent  à 

l'intégrale  complète 

{X  —  c)  (y  —  a)  =  z. 

On  arrive  encore  à  l'intégrale  complète,  en    prenant   pour 
fléterminer  p  l'équation  [y  —  p)  =  a-  On  a 


p  =  y  —  a,     q  = 


y  — a 


d:  =  (y  —  a)  dx  H dy, 

y  —  a 

OU 

_J!1_ '-f!L-  =  dx. 

y  —  a        (y  —  af 
L'intégrale  de  celle-ci  est 

^^^ =:  X  —  C, 

y-a 
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ou 

s  =  {x  —  c){y-  a), 

40.  Exemples   dépendant  de  l'mtég ration  d'une  seule  des 
é(juations  auxiliaires.  I.  Exemples  dépendant  de  l'intégration  de 

dx 

=  dy. 


il 

On  pourra  intégrer  celte  équation ,  si  l'on  a  : 

j-  =  ¥{x,y) 
dp 

c'est-à-dire,  si  l'équation  donnée  est  de  la  forme  : 

q  =  pF  {x,  y)  +  <f  {X,  y). 
Dans  ce  cas 

dz=:p  (dx  -+■  Fdy)  ■+■  f  (x,  y)  dy. 

Si 

dx  -4-  Fdt/  =  0 
a  pour  facteur  d'intégrabililé  v,  de  sorte  que 

V  (dx  ■+■  Fdy)  =  du, 


il  viendra 


dz  = v-T'(x,y)dy. 

V 


Supposons  que  l'on  ait  éliminé  a:  de  y  et  de  v,  en  remplaçant 
cette  variable  par  sa  valeur  en  u  el  y;  on  devra  avoir 


d-' 


v/        df 


dy         du 
On  déduira  de  là 


p='fTu^y- 

Cette  valeur  de  p  contiendra  une  constante  arbitraire  ;  la  valeur 
de  z  en  contiendra  donc  deux  et  donnera  l'intégrale  complète  (*). 

(*)  Lagrajîge  ,  Mém.  de  Berlin,  1772;  Œuvres,  l.  ill,  S""-  cas,  p.  362. 
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Soit,  par  exemple, 

xq  =  py  +  xe**+!i*: 
n  aura  : 

X 

p  =  ixye"  -H  iax ,  q  =  iy*e"  -4-  e"  -H  •2ay, 
dx  =  ye^^+y*  i'2xdx  -+-  2yrfî/)  +  e^+^'-dy  -v-  Sajxfj;  -♦-  2aydy, 

i  =  ye'*+»* -t- o  (J-* -♦- y*)  +  ^• 
II.  Exemples  dépendant  de  l'intégration  de 

HP  — 

^X        ^  ^X 

3n  pourra  intégrer  cette  équatioo,  si  l'on  a  : 

dp       ^x  àx 

dy       Sx         Si 

Cette  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  donne  pour  x  ou  gr 
a  valeur  suivante  : 

g  =  xF  (p,  «/) -t- f  (p,  y,  3  —  pa;). 

On  déduit  de  là  : 

di  =  pdx  +-  x¥  ip,  y)  dy  -H  f  (p,  y,t  —  px)  dy. 

Posons 

rfp-F(p,y)dy  =  0, 

ce  qui  détermine  p,  el  [z —px)  =  u;  l'équation  précédente  de- 

iendra 

du  =  f{P:  y,»)dy, 

d'où  l'on  saura  éliminer  p  (*). 

Comme  cas  particuliers,  nous  citerons  :  1°  Celui  où 

V(p,y)  =  yy- 
alors 

p  =  'i'y, 

du  =  f  ('^y,  y,u)dy. 
(*)  Lagbasge,  Mém.  de  Berlin,  1774;  Œuvres,  l.  IV,  n»  54,  p.  85. 
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2"  Celui  où 

F  =  0; 

alors 

q  =  ?{p,y,z  —  px), 

ou 

z  =  px-\-f{p,y,q). 

Dans  ce  cas  : 

z  =  ax  -h  u, 

du  =  'p{a,y,u)dy. 

3°  Enfin,  comme  cas  plus  particulier  encore,  l'on  peut  considérer] 

les  deux  équations 

Q  =  ^ip,y), 

qui  ont  été  traités  plus  haut  (n"  54,  I,  p.  65). 

Au  reste,  nous  avons  étudié  auparavant  l'équation  la  plus  géné- 
rale dont  nous  nous  occupons  ici  (n°  21). 

III.  Exemples  dépendant  de  Vintègration  de 

dx  —  dp 

Sx,        Sk  Sx 

— \-  p  — 

Sp       Sx  Sz 

dp 

Sx.  Sx        Sx 

I?-^  ^77-^7^^  (^'^)  =  '- 

Pour  trouver  la  valeur  de  x  oxi  q  qui  satisfait  à  cette  équation 
linéaire,  nous  devrons  intégrer  le  système  auxiliaire  : 


Posons 


ou 


dx 

_d_l_ 
y 

dz 
~  P~ 

dp 

_dq 

T~ 

F(x, 

P) 

0 

Soit  T  =  a,  l'intégrale  de  dp==F{x,  p)  dx;  tirons-en  p  =  7r(x,  a). 

On  aura 

dz  =  T  {x,  a)  dx,     z  —  pr  (x,a)dx=b; 

les  autres  intégrales  sont  q  =  c,  y  ==d.  Donc  l'équation  linéaire 
qui  donne  q,  aura  pour  intégrale  : 

q  =  ?{y,1\z—y}r  {x,a)  dxy 
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La  relation  dz  =  pdx  -t-  qdy,  devient 

dz  =  pdx  -+■  ?  (y ,  T,  s  — j  tt  (x,a)  dx\ 

Posons,  p=  77  (x,  a),  el  soit 

s  =  ylr  {x ,  a]  dx  +  V. 
il  viendra  : 

d2  =  pdx  +  di'  =  pdx  -h  -•  {y,  a,  v)  dy. 

On  n'aura  plus  qu'à  déterminer  v  par  la  relation  : 

dv=  ?  (y,a,v)dy. 

Remarque.  Il  est  visible  que  ce  cas  ne  diffère  pas  au  fond  du 

précédent,  puisque  les  x  el  les  y  jouent  un  rôle  identique  dans 

les  équations  aux  dérivées  partielles.  Nous  nous  contenterons 

donc  de  donner  un  exemple  particulier,  emprunté  à  Lacroix  (*). 

L'équation  : 

q  =  (-■  -^  px)^ 
a  pour  intégrale  : 

a  i 

Z  H 1 =  0. 

X       y  -i-  b 
IV.  Exemples  dépendant  de  l'intégration  de 
dz       _         dp 

d'/.          S'/.                 St. 
7.  p H    p  

Sp       Sx  Sz 

Nous  poserons,  pour  rendre  cette  équation  inlégrable  : 

Sx  S-/.  I  jx\ 

—  -+-/}—=  F  (z.p)    -/.  -  p  —  \. 
Sx  àZ  \  Sp) 

(^(.'Ite  équation  aux  dérivées  partielles  a  pour  système  d'équations 
iniiiltanées  correspondant  : 

dx        dy        dz  dp  dv- 

\  0  p   ~  pF  (z,  p)  ~  /-F    z.  p) 

Soit  T  =  6  l'intégrale  de  dp  =  F(r,  p]  dz,  cl  soit  p  =  n{z,b)  la 
(*;  Tome  II ,  n»  741 ,  p.  o49. 
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valeur  de  p  que  l'on  en  déduira;  on  aura  pour  les  autres  inté- 
grales du  système  auxiliaire, 

r  dz 

x=pa,    x—f  =:c.     \i=zd. 

L'équation  en  y,  conduit  donc  à  l'intégrale  : 

q  =  Pf(y,'ï,x-  I — ^). 
Les  équations  de  cette  forme  donnent  pour  dz  la  valeur 

*=.[..-.f(,,T;.-./'-^).i,]. 

On  posera 

r    dz 

il  Viendra  : 

dz  =  T(z,b)        /  ,    -4-  dv  -i-f{ij,b,v)dy\, 

qui  se  réduit  à  l'équation  intégrable  : 

dv-^f  ()j,v,b)  du  =  i). 
Un  cas  j)ariiculier  est  celui  où 

q  =  y.{p,z). 


On  a  alors 

dz  =  pdx  +  X  (p ,  s)  dij. 

La  condition  d'inlégrabilité  est,  en  supposant/)  fonction  de  z  seul. 
/9  =  77Z,  j)ar  exemple, 

Sp_ 
Sz 
ou 

qdp  =  pdq . 

q  =  ap    ou    X  (p ,  z)  =  ap . 

On  tire  la  valeur  de  ttz  de  cette  dernière  relation.  Cela  fait,  p  =^nz 
conduit  à  la  valeur  de  x  : 


l^x         Sx  Sp\ 


fdz        , 

J      TTZ  ■•' 
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D'autre  part,  q  =  ottc  donne 

rdz 

atj=  I \-xx. 

J     ^^ 

Pour  que  ces  deux  relations  soient  identiques,  il  faut  que 

r!j  =  —  ay-i-b,    xx=—x-i-b. 

Donc,  enfin,  Tintégrale  complète  est: 

X  -i-  ay  —  b  =  /    —  . 
J     ^- 

Cette  solution  ingénieuse  est  due  à  Lagrange  (*). 

Application  géométrique.  Trouver  l'équation  d'une  surface 
dans  laquelle  la  longueur  de  la  normale  comptée  jusqu'au  plan 
des  xy  soit  égale  à  l'unité.  L'équation  du  problème  est  : 


Posons 

-*(1  +iJ--4-g*)  =  l. 

p  =  ^z,    q  =  a~z , 

on  aura  : 

\/\~z*          \ 

La  solution  sera  donc 


X  -^  ay  =  b  -  \/  \  -^  a*  \/  l  —  z*. 
OU 

(x  +  ay  —  bY=  (I  +  a«)  (1  -  z'-,. 

C'est  l'équation  d'un  cylindre  de  révolution,  dont  l'axe  est  repré- 
senté par  les  équations  : 

3  =  0,    X  -^  ay  —  6  =  0. 

On  trouve  pour  solution  singulière,  d'après  la  règle  générale, 

;  =  d=  1. 

En  procédant  autrement,  on  arrive  à  une  intégrale  complète 

(*)  Mémoires  de  Berlin,  1772,  Œuvres,  l.  III,  7""  cas,  p.  r)66;  177t. 
OEuvres,l.  IV,  n'SljP.  81. 
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qui  représente  la  sphère.  On  tire,  de  l'équation  donnée 


\/l  —  s'— »^2* 

Q= 

z 

Par  conséquent, 

'2zdz  =  -Izpdx  -t-  2  (1  —  3*—  ph^f'-  dij. 

Le  premier  membre  est  une  différentielle  exacte;  il  en  sera  de 
même  du  premier  terme  du  second,  si  l'on  fait /)z  =  (a  —  x). 
Dans  cette  hypothèse,  soit 


il  viendra 

ou 

Donc  enfin 


z^-\-  (a—  xY=  v: 
2(1  —  vyi^dy  =  dr, 

(]-v)  =  (y-b)\ 
'■-h'x  —  (if-\-  (y  ~  b)^=  1. 


Remarque.  Dans  les  divers  exemples  que  nous  venons  de  traiter, 
nous  avons  toujours  employé  la  méthode  du  n°  58,  qui  consiste 
à  tirer  la  valeur  âep  de  la  solution  n=a,  de  l'une  des  équations 
auxiliaires.  Nous  savions  à  priori  que  nous  devions  arriver  de 
cette  manière  à  rendre  dz  =^pdx  -+-  qdy  intégrable.  Nous  venons 
de  voir  à  posteriori  qu'il  est  bien  ainsi. 

41.  Quelques  exemples  dépendant  de  Vinlégralion  de  deux  des 
équations  auxiliaires.  I.  Considérons  les  équations  auxiliaires  : 


dx 

1 

Jx 

d,, 

Sy. 

Sx 

■^^'sl. 

Ces 

équations  seront  intégrables 

si 

S-A 
Jp 

et 

Sx           Sx 
Jx'^^Jz 

sont  des  fondions  de  x,  y  et  p  seuienient.  11  suffit  pour  cela 
que  z  entre  dans  q  au  premier  degré  et  soit  multiplié  par  une 
fonction  de  y  seul;  autrement  dit  (|uc 

q  =  F  {x,y,p)-^-z'fy. 
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Comme  cas  parliculior,  nous  pouvons  citer  celui  où 

On  a  alors  une  équalion  qui  ne  contient  plusz,  et  on  peut  lui 
appliquer  la  méthode  du  n"  5o.  Ainsi,  l'équation 

px-t-qy  =  pq 

donne,  de  celte  manière, 

p  =  i/-t-6-'a;,    q:=x-*-by,    26  (s  —  o)  =  (x -t- 6y)'. 
Lagra>ge  traite,  par  un  artifice  spécial ,  l'équation  (*)  : 


-'{4 


11  pose 

x  =  yu,    p=?u, 
d'où 

dx  =  y  du  -f-  udy.    q  =  f(9u,  u) 

dz  =  yfudu  -+-  (/■(?«,  u)  -\-  M?i/)  dy. 

11  détermine  -,  par  léqualion 

b-¥-  Cfudu ■=  f  (9u,  u)-*-  ufu, 
ce  qui  donne  : 

2  =  a  -»-  fc(/  -»-  yjj'Udu. 

II.  Les  équations  auxiliaires 

dx  dz  dp 


ÔX 
^P 

4% 

X  —  n 

^  Sp 

dz 

^x          Sx 

Tx-^n. 

dp 

~               ^x 
X   — p  — 

dp 

Sx          Sx 
ir  -^P  — 

Sx            àS 

^K:^ 

W^ 


f'onduisent  de  même  à  l'intégralion  des  équations  aux  dérivées 

partielles  de  la  forme  : 

q^F{y.z,p)-\-pxfy., 

q=^yF(x,s,p), 
OU,  au  moins,  la  facilitent  considérablement. 

C)  Lagrahge,  Mém.  de  Berlin,  1772,  OEnvres,  l.  III,  6*  cas,  p.  564. 
Avec  cet  exemple  se  termine  l'analyse  de  tous  les  cas  particuliers  traités  par. 
rbabile  géomètre  de  Turin. 
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CHAPITRE  III. 

EXTENSION  DE  LA  MÉTHODE  DE  LAGRANGE  AUX  ÉQUATIONS  AUX 
DÉRIVÉES  PARTIELLES  CONTENANT  UN  NOMBRE  QUELCONQUE 
DE  VARIABLES  (*). 


§  11.  Théorie. 

4t%.  Réduction  de  la  question  à  l'intégration  dun  système 
d'équations  différentielles  simultanées.  Soit  donnée  l'équation 

f{Z,X^,X^,...,Xn,Pr,Pi,...,pn)  =  0 (1) 

Si  l'on  en  connaît  une  solution,  les  valeurs  de  Pi,p>,  ...,  /?„ ,  en 

(*)  Cette  extension  de  la  méthode  de  Lagrange ,  vainement  tentée  par  Cuak- 
piT,  d'après  Lacroix,  t.  II,  n"  748,  pp.  567-572,  a  été  efifecluée  par  Jagobi, 
dans  le  petit  mémoire  intitulé  :  Ueber  die  Inlegralion,  etc.  (Journal  de  Crelle, 
t.  II ,  pp.  317-329).  Les  calculs  sont  les  mêmes  que  dans  la  méthode  de  Pfafl", 
mais  ils  sont  effectués  dans  un  ordre  inverse.  Dans  la  méthode  de  Lagrange 
et  Jacobi,  on  ramène  l'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  non 
linéaires  à  celle  des  équations  aux  dérivées  partielles  linéaires,  ou  à  celle  des 
équations  différentielles  simultanées  correspondantes;  c'est  îà  l'idée  fondamen- 
tale, qui  conduit  d'ailleurs  à  un  changement  de  variables,  comme  on  l'a  vu 
au  n"  37.  Dans  la  méthode  de  Pfaff ,  au  contraire ,  le  changement  de  variables 
est  l'idée  fondamentale,  et  elle  conduit  au  reste  aux  équations  différentielles 
simultanées  dont  nous  venons  de  parler.  Comme  on  le  voit,  le  travail  de  Ja- 
cobi, que  nous  analysons  dans  ce  chapitre,  est  éminemment  propre  à  montrer 
le  lien  qui  existe  entre  la  méthode  de  Lagrange  et  celle  de  Pfaff.  C'est  pour- 
quoi nous  le  plaçons  ici,  quoiqu'il  n'ait  eu  absolument  aucune  influence  sur 
le  développement  de  la  science. 

[A.  Meyer  ,  dans  l'écrit  ïnl\lii\é  :  Mémoire  sur  l'intégration  de  Véquation 
générale  aux  différences  partielles  du  premier  ordre  d'un  nombre  quel- 
conque de  variables  (Mém.  de  l'Acad.  de  Belgique,  t.  XXVII,  3"  pagination, 
pages  1-24),  a  reproduit  le  travail  de  Jacobi  que  nous  analysons  ici,  sans  y 
faire  d'addition  essentielle.] 
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z,  a-,,  Xi, ...,  X,  que  Ion  en  déduira,  rendront  intégrable  l'équa- 
tion : 

d3  =  Pi(/j-, -»-pjdj;,H t-p„dx„ (2) 

Par  conséquent,  on  aura  : 

^  =  ^, (3) 

dxt       dXi 
ou 

^Pi       Spi  Spt       Spt 

Sxk       Sz  Sxi        Sz 

Si  l'on  substitue  dans  {\)  les  valeurs  de  p,, ...,  p«  dont  nous  par- 
lons, et  que  de  plus,  l'on  remplace  z  par  sa  valeur,  l'équa- 
tion (1)  deviendra  une  identité  dont  nous  pourrons  déduire,  par 
dérivation  : 

JXi        Jï    '       Jpi  dx,  ipn  dx^ 

Sf        Sf  Sf  dp,  ^      ^  ff    dp„ 

àX^  dZ  dp,  rfj-j  àp„   dX^ 

'sf        if  ?f  dp,  ^      ^Sf   'dp„ 

ix„       iz  dp,  dx„  àpn  dx„ 

Posons  : 

Sf        Sf  Sf       Sf 

dj-,         Jz,  -iXn         SZ 

Sf  Sf 

P=P.Y--^         -*-Pn^ (6) 

^Pl  "Pn 

Introduisant  les  conditions  (5)  dans  les  équations  (-4)  et  y  ajou- 
tant une  équation  identique,  qui  n'est  pas  différente  de  (6),  on 
arrive  au  système  d'équations  suivantes  auxquelles  devront  satis- 
faire les  valeurs  de  z,  p,,  ... ,  p, ,  déduites  d'une  solution  quelcon- 
que de  (i)  : 

dp,  dx,        Sp^  rfj-j  Spn  dx„ 

Sp,  dx,       Sp,  dr,  Sp„  dx„'    '   '   '   '    ^  * 

p„=iîi^'^v^;..;iy:'#: 

Sp,  dr,        Spt  dj,               Sp„  dx„ 
p_  ff    ds          Sf    dz                Sf    dz 
~'SPxd^x'^W*dx^'^     '^If^dx'n ^^"^'^ 
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11  est  essentiel  de  remarquer  que,  si  l'on  peut  déduire  les 
équations  (7)  des  équations  (4)  et  (3),  on  ne  peut  pas  inversement 
déduire  les  équations  (3)  de  (4)  et  (7).  On  peut  donc  conclure 
de  l'analyse  précédente  que  les  valeurs  de  pi,/>î,  ...  ,p„,  z  en  Xi, 
Xj,  ... ,  x„  qui  satisfont  aux  équations  (7),  contiennent  les  solu- 
tions de  l'équation  (1);  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  en  gé- 
néral :  les  solutions  du  système  (7)  peuvent  ne  pas  satisfaire  à  (I). 

11  résulte  de  là  qu'il  faut  chercher,  parmi  les  solutions  du  sys- 
tème (7),  celles  qui  satisfont  à  l'équation  (1).  L'intégration  du 
système  (7),  d'après  le  §  7  (voir  particulièrement  le  n°  32),  se  ra- 
mène à  celle  du  système 

dXi  dXn        dz       dpi  dpn  .^  , 

^=-  =-^  =  y  =  ^=--=^ 

Sp^  dp„ 

Comme 

sr   Sf  sf   sf        sf         Sf  sf 

Ja;,    Jpi  àXn    àpn  d-  àp^  d/?„ 

les  rapports  qui  entrent  dans  les  équations  (TJ  sont  égaux  à 

0  ' 

autrement  dit,  une  de  ces  équations  peut  être  remplacée  par 
df'=0.  Il  résulte  de  là  que  l'une  des  intégrales  du  système  (7(,)  est 
/■=Cj„,que  nous  écrivons  /î„^Cg„;  le  système  intégral  des  équa- 
tions (7a)  pourra  être  représenté  par 

les  /"désignant  des  fonctions  de  z,x, ,  x^,  ...,  x„,  p,,  Pi,  ... ,p„, 
les  c  des  constantes. 

Le  système  (7)  aura  pour  solution  («-+-!)  relations  de  la  forme 

Reste  à  particulariser  la  forme  des  fonctions  F  de  manière  qu'elles 
donnent  la  solution  de  (1). 
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43.  Changement  de  variables.  Posons,  comme  dans  le  cas  des 

f-quations  à  trois  variables  : 

A  =  0,  A  =  "./*=  "ï ^i--i  =  Wta-i, (8) 

el  déduisons,  de  ces  2n  équations.  les  valeurs  des  variables 

X,, ... ,  J-„,p,, ...  .p„, 
en  fonction  de 

Si  l'on  introduit  ces  variables  dans  l'équation 

dz  =  Pidjr^-i-   ■■ -i- p„dx„ (2) 

elle  deviendra  : 

dz  =  Zdz  -+-  L,du,  +  Ujd«,  -+-•••-+-  Uî,_,  <iuj,_,.    ...  (9) 

Il  est  facile  de  prouver  que  Z  =  I  et  que  l'équation  (9)  ne  con- 
tient plus  z.  En  effet,  on  déduit  des  n  premières  équations  (7.) 

d5  =  p,(/jr,-+-Pi<lrjH ^p„dx„ (10) 

Cette  équation  (10)  peut  donc  remplacer  l'une  des  équations  (7), 
et  il  en  est  de  même  de  l'équation  (9),  équivalente  à  (iO).  Or,  les 
équations  (7.)  ont  pour  solution  : 

qui  donnent 

du,  =:0.      dUj^O,  ...  ,d«5„_,  =  0, 

et  par  suite  transforment  (9)  en  Z=  1.  Ensuite 

F(u.,ii„...,u4._,)=0 (H) 

est  une  solution  des  équations  (7.)  et  par  suite  de  léquation  (9), 

ou  de 

U.du.-t-     +U,.   ,«fu,,_,  =  0; (y) 

celle-ci  ne  peut  donc  pas  contenir  la  variable  z,  qui  n'est  plus 
dans  (H). 

On  peut  encore  démontrer  les  remarques  précédentes,  par  un 
calcul  direct.  On  a  : 

dcF,  djc,  dx„ 

Z=p.  — -^p.  — H-    •     H-p„— . 
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les  valeurs  de 

dxi     dXf         dx„ 

'dz'  ~dz'"'~dz 

étant  déduites  des  relations  (8),  qui  satisfont  à  (7„).  Ainsi  : 

dx^  _  1    Sf       dx^  _  t    Sf  dXn  _  \_  Sf 

~dz  ~  Vlpi'    ~dz~^lpi'       '   dz  ~  P  ip„' 

Par  conséquent,  d'après  (6) 

1     (  cV/-  ^f  ^f   }  . 

P  (       ^Pt  «Tpj  Jp„  ) 

Calculons  un  des  coefiicients  U.  On  a,  pour  l'un  quelconque  de 
ces  coefficients  : 

dXi  dx,  dXn 

U=p,— -H-p, -—H y-Pn-r— 

du  du  du 

La  dérivée  de  U  par  rapport  à  z,  est  : 

dV      "  /dp,  dXi  d^Xi 

—  =  I  (  —  ~-hpi 

dz        {   \  dz  du  dzdu 

On  peut  transformer  cette  équation  au  moyen  de  la  relation 

d*Xi        d    /"     dx\        dpi  dXi 
dzdu       du  \  '  dz  J        du   dz 
Il  vient  ainsi  : 

dU        "  /dpi  dXi       dp,  dXi\         d    "       dXi 

—  =  Z( )  H 2,  Pi  — , 

dz        i   \dz   du        du    dz  /        du  i        dz 

ou 

dU        "  /dpi  dXi       dpi  dXi\ 

dz        i   \dz  du        du  dz  ) 

puisque 

^      dXi 

1        dz 

Nous  pouvons  maintenant  remplacer  dans  j^,  les  quantités 

dp,-     dXi 
dz      dz 
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pu   leurs  valeurs  déduites  des  relations  (8)  ou  (7„).  On  aura  : 

dp,-  _  P.       dr.  _  1    dY 

Donc 

dz        P  I   V  '  du       -fp,  du/' 

Remplaçons  P,  par  sa  valeur  : 

dU__l^  "  /__f/^  d^._  ^  dp,\  _  l^^l      dfi 
ds  ~  P  I   V      ^x^  du       ip,  du)       V  Sz  i^'  du 


La  première  somme  est  la  dérivée  par  rapport  à  u  de  l'expres- 
sion /',  qui  est  identiquement  nulle,  la   seconde  est  égale  à  U. 

Donc 

dU  Sf 

dz  _      Jz 
ou  encore 

(.   étant  une  fonction   des   variables   autres   que  z,  savoir  m,, 
Il  résulte  de  là  que  Ton  peut  diviser  l'équation  (9')  par 

p     i/      or    p 

Elle  deviendra  ainsi  : 

C.dH, -HCjdu, -+--    -t-Cï,_,dMï«-i  =  0.    ......  (12) 

Pfaff  a  inventé  une  méthode  générale  pour  intégrer  les  équa- 
tions de  cette  forme.  Nous  la  ferons  connaître  après  avoir  montré, 
sur  un  bel  exemple  particulier,  l'utilité  des  tranformations  pré- 
cédentes. Elles  suffisent,  en  effet,  dans  beaucoup  de  cas,  pour 
déterminer  l'intégrale  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre,  parce  que  souvent  l'on  parvient  à  intégrer  l'équa- 
tion (12)  sans  avoir  recours  à  la  méthode  de  Pfaff. 
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§  i2.  Application  ù  l''intég»'alioi*  de  l'étgualion  de  SchIU/fi , 

aAXiPz-  x^PiY-i-a^ix^i  -  x^Ps)^-i-a,{XiPi-x^Pi)^  =  i  (*). 

44.  Intégration  du  système  d'équations  différentielles  siniul- 
tanées  auquel  conduit  la  question.  I.  Nous  poserons  : 

L'équation  pourra  s'écrire 


/■  = 


Xi,     X.2,     x^ 
Pi-     Pj.      Ps 


-1  =0 


(1) 


Les  premiers  déterminants  mineurs  du  déterminant  précédent 
pourront  être  représentés  dans  le  tableau  suivant  : 


On  aura  : 
1    Sf 


1  J'/ 

=  —  p3«îS2  +  P^OsSs  •=  ?i  ;     -  -—  =  ^, 

2  èX. 


—      a'jfljSj     ^îAs^s  —  ^i  ; 


i    .J/" 


Donc  enfin,  le  système  auxiliaire  à  intégrer  est 


1 

^Z' 

-    f  ■ 

2 

(Ja?3 

—  '.Z1 

t 

Sf 

2 

^P. 

—  ""ô 

<te,       dx^ 


^3 


—  dp,         —  rfpj        —  dPs 


(-2) 


1  ?.  ?.  I3 

II.  A  cause  des  propriétés  des  déterminants,  on  a  : 

7^^X^  -4-  TT^X^  -+-  r^X^  =  0  ,      Pi^,  -1-  Pj^a  ■+■  Pj^j  =  0  . 
l^X^  -\-  l^X^  -4-  ^îiTj  =  \  ,     p^T,  -t-  p,^j  -f-  P3T3  =  1 . 

Par  conséquent,  on  peut  tirer  des  équations  différentielles  : 

XidXi  -t-  x^dx^  ■+■  x^dx^  =  0,        p^dpi  +  p^dp^  -+-  p^dps  =  0 , 
PidXi  ■+■  p^dXj,  -f-  Pjdo;.  =  dz=  —  {Xidp^  -+-  a-jdpa  +•  x^dp^. 

(*)  ScHLAEFLi ,  Sopra  una  equazione  a  differenziali  parziale  del  primo 
ordine  (Annali  di  matematica  pura  ed  applicala ,  série  2s  t.  II ,  pp.  89-96). 
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la  dernière  relation  donne  encore: 

On  tire  de  là ,  en  remarquant  que 

.  r;  +  xl-i-xl){pl-^pl-*-PÎ)-  (^iP.  +  ^J»» -*- ^»P»^'  =  sî -4-  «1  +  s| ,  (3) 
trois  intégrales  qui  sont  comprises  dans  les  équations  suivantes  : 

j:\^a^^-i-xl  =  m^  s;  H- s» -4- sj  =  N* (^)  (*•) 

p*  H-  pl  -+-  p'  =  -7^  '     ^iPi  -*-  ^»P«  -*-  ^*P»  =  ^'  *^*  ^'  ^*'^  ^*«^ 

Fi         fi         t-5         mïsui*£ 

auxquelles  il  faut  ajouter  l'équation  donnée  : 

a,s;-i-ajSi-«-a5s|=  1: •  (*) 

N.  m,  s  sont  des  constantes  arbitraires, 
m.  On  a  ensuite  : 

,/.«,  =  x^dp^ -H  p^»  -  x^p,  -  P^dx^  =  { -  a;,ls -t-  PsT,  -4-  a:,?,  -  p,^,)  ds. 
Mais  d'après  les  propriétés  des  déterminants  : 
a^j«s  -+-  Xj^5  -t-  Pi^s  =  0  • 

Donc 

(a*  —  Oî)  «i«3  =  —  -^i'-s  —  Pî-5  -+-  ^3^  -*-  Pï^t  • 

cl .  par  conséquent, 

ds,  =  (flj  —  Os)  *j*jd5. 

De  même 

dSg  =  (aj  —  Oj)  «jSid; . 

dSs  =  (a^  -  Oj)  »,s,d5. 

De  CCS  équations  une  seule  est  distincte  des  précédentes ,  car  on 

i-n  tire  : 

«jdSi  -t-  s,d*j  -*-  SjdSj,  =  0, 

a^SidSi  -+-  a,«,dSj  -t-  a^s^^  =  0, 
qui  conduisent  aux  relations  (1)  et  (4,).  Nous  poserons: 

duzrziSiS^fds. 
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On  aura  : 

2«id«i  =  («2  —  Oj)  du ,    SSjdSj  =  (Og  —  oj  du ,    SsjdSg  =  (Oj  —  aj  d(/ . 
OU,  en  posant,  pour  abréger, 

«î  —  «3=&1)        «5  —  «1  =  ^55        «1—  «2=^3, 

et  intégrant  : 

s]  =  6iW-t- A,, 

si  =  &,tt  -4-  Aj , 

Les  constantes  A,,  A^,  A3,  à  cause  des  relations  (I)  et  (4î)  sont 

telles  que 

a,Ai  -+-  ttjAj  -4-  OjA  =  1 , 

A,  -+- A2-4- Aj  =  N. 

De  plus  on  peut  supposer  A,  constante  absolue,  puisque  ti  est 
une  variable  que  nous  choisissons  arbitrairement  (*).  La  relation 
qui  existe  entre  w  et  z  donne  ensuite  : 


I     r" 


du 


\/(Ai  +  b^u)  (Aj  4-  b^u)  (Ag  -V-  bsu) 

IV.  Cherchons  une  dernière  intégrale  .  On  a  : 

PidXi  —  ccidpi  =  [piTTi  +a;jÇi)  dz={\—  «iSf)  dz  =  [a^s\  +  «gSf)  dz 
p^dx^  —  x^dp^  =  (Pi^2-i-x^'^i)  dz  =  {l  —  fljsl)  dz  =  (Ogs!  -+■  a^sl)  dz 
p^dXs  -  a-^dp^=:(p,7r^-i-Xs^^)dz  =  (1  -  Og.sg)  ds  =  (a,s*  -4-  ajs|)  dz. 


Or 


x^,     m^ 
Pi , N  cot  f 


arj  -4-  aî|  -4-  a?! 


dî, , 


Pi ,  XiPt  -H  a;,pj  -4-  a^sPg 


Donc  : 


m^p,  =  N  cot  e.Xi  —  {x^s^  —  x^s^) , 
m*  (Pida^i  —  a-.dpi)  =  aSid  {x^s^  —  x^s^)  —  {x^s^  —  x^s^)  (te, . 


Posons 


No?,  =  mpi  cos  6, ,    (a-jVj  —  x^s^)  =  mp,  sin  9, ,    /?*  =  «=  +  «^ , 


(*)  Nous  avons  vainement  essayé  de  laisser  A,  constante  arbitraire  et  de 
rendre  la  solution  du  n»  43  aussi  symétrique  que  celle  du  n«  4i. 
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ce  qui  est  permis,  puisque  : 

{x,s^  -  x,»,)»  +  N»xf  =  {xl  -4-  xl)  isl  -t-  si)  -  (ar,«,  -f  ■  J^g*  -4-  N*a;î 
=  (m»  -  arî)  (N«  -  «î)  -  (x,«,)»  -l-  ^'x\  =  m'  (N*  -  s\)  =  m»  («î  -f- si). 


On  aura  : 


Xid  (iti»5  —  «s»*)  =  ^  Pi  «>s  «1  (m  sin  e,dp,  -*-  mp,  cos  Oïde.) , 
(x,«5  —  x^j)  dx,  =  -  (  —  ;>,  sin  O^de,  -♦-  cos  M/»)  "H>i  su»  «i . 

ri 

Par  conséquent  : 

m*   ^  ,        m*  (sî  +  s*)  ^„ 
m* (p,dx.  -  x.dp.)  =  —  p'dt,  =  —^ 5. as,. 

On  a  donc  les  équations  suivantes,  en  introduisant  des  quantités 
9j,  $3  analogues  à  9,  : 

(«'  -4-  «|)  de,  =  N  {a^sl  -h  «yÇ*)  d2, 
(«*  -f-  s»)  dfl,  =  N  (03S*  -t-  a,sî)  dz, 
(«î -+-«*)  dO,  =  N  («,«f -t- a,.sl)  dz. 

Les  quantités  s,,  s*,  «3,  ainsi  que  dz,  peuvent  s'exprimer  au  moyen 

[    de  H.  On  peut  donc  écrire  : 

-^ fid=, 

«*  -+-  sî 


/"  «ss!  -H  a.s* 
-^ —dz. 

0 

/"  a. s*  -+-  «J.S; 
-4 f^'^-- 


Des  trois  nouvelles  constantes  a,,  o^,  aj,  une  seule  est  arbi- 
traire. On  déduit,  en  effet,  des  équations  qui  définissent  9,,  6„  ôj  : 

X*  (xî  +  X*  -+-  x^)  =  m*  (p]  coà»  e,  -H  pI  cos*  \  -H  p*  cos«  Oj) , 
x*«,  —  X,*,)*  -*-  (x,?,  —  x,«,^*  +  (X.Sj  —  x^,)* 
=  «^  (p*  sin»  0,  -4-  ?î  sin»  6,  -♦-  /:J  sin»  OJ , 
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ou  encore,  comme  on  le  voit  facilement  : 

N*  =  p\  cos^  01  -+-  pi  cos*  e^  +  pI  cos*  Ô5 , 
N*  =  p]  sin*  0,  +  p^  sin*  0^  -4-  p^  sin*  0, . 

Si  l'on  fait  w  =  0  dans  ces  égalités,  il  vient  : 

N*  =  (Aj  -♦-  As)  cos^  «1  +  (A3  -4-  A,)  cos^  a^  -+-  (Aj  +  A j)  cos*  a  , 
N*  =  (Aj  -4-  A3)  sin*  a,  -+-  (A3  -»-  A,)  sin^  ^^  -4-  (A,  -+-  A,)  sin*  «3 . 

équations  équivalentes. 

On  trouve  une  seconde  relation  de  la  manière  suivante.  On  a 
identiquement  : 


Xi      Xf     x^ 

*1  s»  '^Ti 


=  0, 


OU 


a;,  (x^Ss  —  a;s«2)  +  x^  (x^s^  —  x^s^"^  -*-  x^  {x^s^  —  x^i)  =  0. 

Remplaçant  les  différents  facteurs  de  celle  somme  de  produits 
par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  qui  définissent  les  ô,  il 

viendra  : 

.p\  sin  20,  +  pi  siii  20^  -f-  pi  sin  2Ôg  =  0. 

Si  l'on  fait  m  =  0,  on  aura  : 

(Aj  -+-  Aj^  sin  2a,  -+-  (A3  -+-  A,)  sin  'i(X^  -t-  (A,  +  A^)  sin  'io:^  =  0. 

On  remarquera   que    les  autres  relations  entre  les  quantités  A 
et  a  sont  équivalentes  à  celle-ci  : 

(Aj  -4-  A3)  cos  2a:j  -4-  (A3  -4-  A,)  cos  'iy^  -4-  (A,  -»-  A^)  cos  2<5;j  :=  0. 
Pour  plus  de  symétrie,  nous  poserons  encore 

j:,  -4-  Jijj  M-  «3  =  Zn. 

Nous  n'avons  affaire  qu'à  cinq  constantes,  «j,  N,  n.  A;  et  c;  en 
effet,  les  quantités  A  s'expriment  au  moyen  de  N  et  /î,  et  les 
quantités  a  au  moyen  de  n  et  N.  On  remarquera  que 

X       y        z 
m       m       m 

dépendent  seulement  de  N  et  11,  z  ne  contient  que  k  et  N. 
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45.  Intégration  de  Véquation  donnée.  Prenons  les  quantités 
m,  N,  n,.f,  k  et  u  pour  nouvelles  variables.  L'expression 

p^dXi  -+-  pjdx,  -t-  PsdJ-3  —  dz 
prendra  la  forme  : 

—  dk  -t-  P,rfm  ■+■  Pjdn  -t-  P/iN ,      • 

sans  contenir  rff,  puisque  c,  x,,  Xj,  Xj  ne  contiennent  pas  f;  ni 
dtt,  puisque,  d'après  la  théorie  générale,  si  z  était  la  sixième 
variable  nouvelle,  le  coefficient  de  dz  serait  nul  et  que  du  = 
^SiSiSidz.  De  même  nous  savons  que  P|,  Pj,  P3  sont  indépendants 
de  z  et  par  suite  de  m. 
■    I.  C«««/(deP,  =  p,^  +  p.^  +  p,èOna: 


dm  \m/ 


donc 

dXi      a-, 
dm      m 

De  même  : 

dm 

Xj       dXj       a", 
m        d»»        r/i 

Par  conséquent  : 

dx,  dXj  dx. 

II.  Ca/cMf  rfe  Pj  =  p,  ^  -H  ;9, 


Pi^i 


—  =  —  col  f  . 

VI  m 


In 


p-/^-Ona 


Donc 
Par  suite  : 

P^.= 


xî  -H  x^  H-  a;?  =  »i , 


X, 


dx, 

dn 

a-i.x, 
Pi,  Pi 


dXj 


d« 


dx, 

"dn 


0. 


dn 
dx, 
dn" 


P» 


dx, 
■*"d7 
dx. 


dn 


dx, 

d»r 


dx,        d 
d/i         dn 


dx, 

'  dn 

dx, 

D-  ^ 

'  dn 


d  dO    da,  diz, 

=  -  (mp.  sin  ..)  =  «.p.  cos  e.  _  _  =  Nx.  — • 

8 
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Donc  enfin  : 

^'       ^  dn 
De  même,  ^  ^ 

P,  =  N— S      P,  =  N— ?• 

D'où,  en  ajoutant,  d'après  la  définition  de  n  : 

d  ,  d.Zn 

dn^  *        ''  rfn 

Par  conséquent 

P,  =  N. 

m.  Calcul  de  P3  =  p,^-+-p,^-t-p3^— ^-L'expression 
2^  est  une  intégrale  définie  entre  les  limites  0  et  u,  puisque  N 
n'entre  dans  z  qu'implicitement  à  cause  des  quantités  A  qui  sont 
sous  le  signe  d'intégration.  Comme  on  peut  faire  «^  =  0,  dans  P^ 
sans  changer  sa  valeur,  on  aura  simplement  : 

^        /     dXi  dx,  dœs\ 

Pour  arriver  à  calculer  cette  expression ,  nous  serons  forcé  de 
faire  une  hypothèse  particulière  sur  A,  et  a,.  Nous  supposerons 
Ai=  0,  «1  =  w,  ce  qui  ne  changera  rien  aux  calculs  précédents, 
mais  simplifiera  les  suivants  en  entraînant,  pour  u  =  0, 

dô        diXi 

*'~    '    dN^dN^    ' 

On  a,  comme  plus  haut  : 

_  dx^  dx,        d  ,  dSj  ds, 

'  dN         *  dN        dN  ^  *  '        *  '         '  dN         '  dN 

Exprimons  (xj-Sj  —  SiX^),  s^,  Sj  en  fonction  de  N  et  de  pi,  et  pi  en 
fonction  de  s,,  qui  ne  contient  pas  N,  et  de  N.  On  trouvera  : 

^î«8  —  ^ih  =  '>»Pi  sin  Oi  ;  pl  =  K^  —  s\  ; 

(a*  -  ffs)  «I  =  1  —  a^s]  —  a^p]  ;    (03  -  0,)  s*  =  1  —  o,sf  —  a^pl . 


(  99  ) 
On  tire  de  là  : 

d^  ~  Pi       d^        {Ci  — a i)  Si       dN  ~  («s  —  CTj)  «5 

Par  conséquent  : 

N  „  dOj  N  , 

PjO;, = m  sin  Oi  — H  mp,  cos  ^i  -rrr  —  , j («r^jS»  +  aja:,»,) 

Pi  dy       (a,  —  Os)*««s 

d9,         N  N 

d9,  N  ,  r  -I 

=  ^x,  —  -4- x,s,  [(ff,  -  a,)  s|  -  a,pî] 

d>        (a»  — aî)p,Sj«5  < 

-+-  a?s«s  [(«s  -  a,)  s',  —  flgpî]  } 
dO,  N 

=  ^'*^»  t;7  -+-  ; n —  ("»**  ~  "•)  (^«**  ■*"  ^^>^- 

dN        (a,  — Os^pfVî 
Comme 

a-j*!  ■+■  a^jSj  -t-  .TySj  =  0 ,     a,s*  -+-  a,s|  -t-  OjSj  =  1 , 

on  a  encore 

d9.  Na;.j?.K9|-<-a3.s^)  L^fi,  dQA 

PyTj  =  Na?! 1 =:  j",    N »-  Si  —  • 

dN        («j  —  flî)  («1 -+- Sj)  Vs  V    dy  dsj 

Supprimons  le  facteur  x,,  et  faisons  m  =  o,  il  viendra 

P5  =  0. 

IV.  Achèvement  de  l'intégration.  Les  calculs  précédents  ramè- 
nent l'intégration  de  l'équation  donnée  à  celle  de  la  suivante  : 

cote 

d&  =  N dm  -+-  Ndn. 

m 

Choisissant  pour  k  une  fonction  quelconque  de  m  et  n,  il  viendra  : 

dk  _    cote      dk  _ 

dm  m        dn 

Nous  aurons  ainsi  k,  N,  cote  exprimés  au  moyen  de  m,  n. 
Donc  Xi,  Xj,  Xj,  z  seront  des  fonctions  de  m  ,  n,  u  ;  l'élimination 
de  ces  trois  quantités  donnera  l'intégrale  générale  (*). 

(*)  ScHAEFLi  donne  une  belle  application  de  la  solution  précédente ,  au  mou- 
vement d'un  corps  autour  de  son  centre  de  gravité  (\.  c,  pp.  94-96). 
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CHAPITRE  IV. 

MÉTHODE   DE  PFAFF  (*). 
§  13.   Tfansfofntation  de  ffaff. 

46.  Idée  générale  du  problème  de  Pfajf.  Pfaff  a  fait  dépendre 
le  problème  de  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  du  problème  général  suivant,  qui  porte 
son  nom  :  Étant  donnée  une  expression  différentielle  : 

\^dx^-\-\^dx^-\ hX,„(/a;„, (1) 

où  Xj,  Xj, ... ,  X„  sont  des  fonctions  de  x, ,  Xj, ...,  a;„,  la  trans- 
former en  une  autre  de  la  forme  : 

a(UidM,-»-UjdMj-4-----^Um-ldWm_i)   , (2) 

OÙ  Uj ,  Uj , ... ,  U„_,  sont  des  fonctions  de  (m  —  \  )  nouvelles  varia- 
bles, Ui, ...,  Wm-i5  qui  sont  liées,  ainsi  que  1 ,  aux  anciennes  par 
des  équations  que  l'on  doit  déterminer. 
Supposons  ces  équations  de  la  forme  : 

x^     =a7i(Ui,Uj,...,M„,_,,a;„,), (3J 


Xm-l  =  Xm-l{Ui,Ui,..,^Um-i,X,n) [^m-Ù 

(*)  Pfaff,  Methodiis  generalis,  aequationes  differentiarum  partiarum, 
iiec  non  aequationes  différent iales  vulgares ,  titrasque  primi  ordinis,  inter 
quot  cumque  variaUles  complète  inlegrandi  (Mémoires  de  Berlin,  1814-1815, 
pp.  76-136).  Une  analyse  de  ce  mémoire  a  élé  faite  par  Gauss  (Gôttingische 
gelehrte  Anzeigen,  1"  juillet  1815;  Œuvres,  t.  III,  pp.  231-241),  et  par 
Jacobi,  Veber  die  Pfa/fsche  Méthode,  etc.  (Journal  de  Crelle,  t  II,  pp.  347- 
557),  Sur  la  réduction,  etc.  (Journal  de  Liouville,  pp.  161  et  suivantes).  Les 
mémoires  de  Jacobi  et  la  petite  note  de  Gauss  contiennent  divers  perfection- 
nements de  la  méthode  de  Pfaff,  que  nous  ind  iquerons  plus  bas. 
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On  aura,  pour  l'une  quelconque  des  variables ,  ar,, ...,  x«_i, 

Sx  Sx  Sx    ^  Sx 

(lx=  —  du. -4- —- ff u. H h-; dum-i-*-- — cur„  .    .  (4) 

Sui  Su^  Sum-i  Sx^ 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'expression  (1).  On  trouvera: 


(^■S;  -^^ 


-\ hX«-i- 


Sx»-i\ 


C 


Sx.        „     Sx. 
X,  T— ^-4-X 


X. 


SUm-i 

Sxt 
SxZ 


Su„-i 

Sx, 


+x,_, 


SXm-l 


Sx„ 


)  dUm-l 

SXm-l         .,     \ 

•-4-X«_.— -  +  X,„J 


.    .(5) 


dx„ 


Pour  que  l'expression  (o)  prenne  la  forme  (2) ,  il  faudra  :  1°  que 
le  coefficient  de  rfx„,  soit  nul;  2°  que  les  coefficients  de  rfw,, 
di/i,...,(/M«_,  soient  delà  forme  àUj,  /U2,.-jit„_,,U,,Uî,...,U„_,, 
étant  des  fonctions  qui  ne  contiennent  plus  explicitement  que  les 
variables  Mj,  î/j,  ...,  v„.  On  devra  avoir  pour  cela  : 

d     ^,       ,,^       diog)       1    dx 

(log  il)  = = 

dx„.      ^      '         dx„         A  dx„ 

Les  conditions  précédentes  s'exprimeront  donc  analytiquement 
comme  suit  : 


Sx,                         Sxm-i 
Xi— -H hX„_i— =/U,. 

dM,  Su, 


(6.) 


X. 

x. 


SXi 

SUm-l 

Sx, 


Sx„^. 

-J-Xm-l-r =  il'»- 


SUm. 


Sx„ 


SXm-l  „ 

H HX«_,-r f-X„  =  0, 


1     dXV,_   1     d)U, 
/U,    dvT™       iUj   dx„, 


1       d',l„. 


i    di 


(6«-i) 


1=1J^.   .   .  (7) 


47.  Détermination  des  relations  qui  existent  entre  tes  an- 
ciennes et  les  nouvelles  variables.  Cherchons  les  dérivées,  par 
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rapport  à  x,„,  qui  entrent  dans  ces  dernières  équations.  On  a  : 

dxU  _  / dXi  ^x,  d\m  - 1  ^x„t-i\ 

dX,n         \  dXm    ^U  dX,n  Su       j 

V         àUàXm  SuSXm  I 

Retranchons  de  cette  équation  celle  que  l'on  obtient,  en  dérivant 
la  relation  (6„)  par  rapport  à  u,  c'est-à-dire  : 


d\m /dXj    SXi  dXm-l   SXm-i 

du       \  du  SXm  du       Sx„ 


il  viendra 


) 


dX„,   dAU_/dX,  Sx^        d\^  Sx^ 

du       dx„i      \dx,n  Su         du  Sx,n 

/dXm—l    SXm-^         dXm-i    SXm  —  i 

\  dx„i        Su  du        Sx„i 

Remplaçons  maintenant  dans  cette  égalité  les  dérivées  des  quan- 
tités X  par  rapport  à  w  et  à  x„, ,  par  leurs  valeurs.  On  a,  en  général. 

^X        SXm~i  S\ 


dX 

dXm 

SX 
Sxi 

SXy 

SXm 

d\ 
du 

SX 
Sxi 

Sxi 
Su 

SXm-l       SX,n  Sx, 

S\        SXm  —  i 


SXm-l       Su 


dAU, 


Substituons  ces  valeurs  dans  l'expression  de  ^;  nous  aurons: 


dx„. 


_£^r/^_^\^  /SXy      ^x„Ai 

(5'u  |_\<?a5i       SxJ  Sx„i  \Sx,n      Sxi]_\ 


SXn 


-if/^X^-i        SX,  \  Sx,  ^   ISXm-i       sx.„v\ 

|_\    Sx,  SXm-ij  Sx,„  \  SXm  SX,I  \ 


Posons  pour  simplifier  : 


SXu.  dXv 
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de  sorte  que 

et  ensuite  : 

fr.  =  (l,l)_i-  +  (l,2)  _i.-t-...-+-(l,m-l)-— +  (l,m),  .  (90 

dX„,  aXm  ^*m 

Sx,  dXa  ,  . ,  oXm—l  /-«        \  it%  \ 

A-,  =  (2.  !)—!-+ (2,2)  --A.+  ..._H(2,m-l)-- »-(2,m),  .  (9,) 

*        ^    •        Sx„,  dX„  àXn, 


k„-i  =  {m  —  i,  1)^H h(»» -  I,  m -!)^^' -+-(»»  —  !, m).  (9—0 

àX,n  dX,n 

Sx,  .,  '^Jfiit— I  ,  ,  /n     V 

A-,„=(m,  1) -^^  H HCm,m-l)-^ \-(m,m) (9m) 

à  X,n  ^  •^m 

L'équation  générale  (8)  deviendra  : 

d/U       ,   Sxi  Sx^  dx»_i  (4Q^ 

dx„  'ill  àll  àU 

En  supposant  u  =  », ,  u  =  iii,...,u  =  w„_, ,  on  trouvera  les 
(„i —  1)  équations  suivantes,  auxquelles  nous  ajoutons  une  équa- 
tion identique,  déduite  des  équations  (9) 

=k. — -     -^-lii-r-^     H HAm-i— — ,•   •   •     l"iJ 


dX,„  dlU-l  JMih-J  àUm-l 

Sx,  Sx»  SXm-l 

0=A-,— î-     -4-Aj— ^      -+-••  + A«-l  -;^ J-Am    .   (tlj 

SX„  SX,„  dXm 

Comparons  ces  équations  aux  relations  (6)  et  (7),  et  nous  verrons 
que  l'on  satisfait  à  toutes  les  conditions  exprimées  par  ces  der- 
nières, en  posant  : 

*t    ^ A'»-|    krn^  ^g, 

^1  ^1  Ain—I  A„ 
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Chacun  de  ces  rapports  sera  d'ailleurs  égal  à 

1   dx 

A   (lX„i 

On  devra  donc,  pour  effectuer  la  transformation  de  Pfaff ,  inté- 
grer le  système  (12),  où  n'entrent  que  des  dérivées  par  rapport 
àx„.  On  en  conclut  que  l'on  pourra  prendre  les(»i  —  1) constantes 
de  l'intégration  pour  les  nouvelles  variables  î/j, ... ,  Wm_i. 

Dans  des  cas  particuliers,  c'est-à-dire,  pour  certaines  valeurs 
des  fonctions X,  les  (m  —  1)  équations  (12)  se  réduiront  à  un  nom- 
bre moindre  et  une  ou  plusieurs  des  relations  (3)  resteront  arbi- 
traires. Dans  ce  cas,  le  plus  simple  sera  de  se  donner  arbitraire- 
ment la  valeur  d'une  ou  de  plusieurs  des  dérivées 


^X„i       Sx,n  Sx„i 

ce  qui  revient  à  prendre  un  certain  nombre  de  nouvelles  varia- 
bles i<,  identiques  aux  anciennes. 

48.  Résolution  des  équations  f12J,  par  rapport  aux  déri- 
vées j^{*).  Pour  résoudre  les  équations  (12),  nous  poserons 

—  -;        aXf„  :=  aXm+l  '■) 

A  dx,„ 


(*)  Tout  ce  qui  se  rapporte  à  la  résolution  effective  des  équations  (12)  ne 
fait  pas,  à  proprement  parler,  partie  de  la  théorie  que  nous  exposons  ici. 
Sur  les  déterminants  gauches  et  les  pfaffiens,nous  renvoyons  à  Baltzer,  Dé- 
terminants, §  III,  n»  8,  p.  21;  §  VIII,  n»'  1-4,  pp.  52-60;  §  IX,  n»»  4-5, 
pp.  67-68.  Pfaff  et  Gauss  remarquent  qu'il  est  impossible  de  résoudre  le 
système  (12)  quand  m  est  impair,  mais  n'en  donnent  pas  la  démonstration.  Ja- 
coBi  donne  les  notions  les  plus  essentielles  sur  ce  sujet  dans  le  mémoire  cité. 
Toutefois  la  théorie  des  pfaffîens  est  due  surtout  à  Cayley,  dont  les  travaux 
sont  résumés  et  complétés  par  Baltzer,  dans  l'ouvrage  cité.  L'élégant  artifice 
que  nous  donnons  plus  bas,  pour  résoudre  le  système  (12)  n'est  pas  dans  l'ou- 
vrage de  Baltzer  (édition  française).  Nous  l'empruntons  à  un  petit  mémoire  de 
Cayley  ,  où  il  est  employé  incidemment  :  Démonstration  d'un  théorème  de 
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de  cette  manière,  ces  équations  prendront  la  forme  symétrique 

suivante  : 

(1,  l)dj:i-t-{1,  2)dJ-jH h(l,  m)dx,„  =  X^dx„+^,  .   .  {lô^) 

(2,  1)  <toj  -t-(2,  2)  dx^-i h(2,  m)dx,„  =  X^dx^i,  .   .  (13,) 

(m, l)diri +(m,2)(/a-j-H-+(m,m)da?„  =  X„da;»+i  .  .  (I3J 

Le  déterminant  de  ce  système  linéaire  est  le  déterminant  symé- 
trique gauche  : 

11,12,13,...,  Im 

21,22,23,...,  2m 
31,32,33, ... ,  3m 


ml,  .   ...   mi 
Or,  celui-ci,  comme  on  le  sait,  est  le  carré  du  pfaffien: 

(1,2, 3,...,  m), 

si  m  est  pair,  et  est  identiquement  nul,  si  m  est  impair,  il  résulte 
de  là  que  la  transformation  dePfaff  n'est,  en  général,  possible  que 
si  m  est  pair.  Dans  le  cas  où  m  est  impair,  pour  qu'elle  soit  pos- 
sible, il  faut  que  les  déterminants  qui  sont  au  numérateur  des 
inconnues  dx,,  dx^, ...,  soient  tous  nuls  en  même  temps  que  le 
dénominateur  commun,  qui  est  le  déterminant  écrit  ci-dessus;  ce 
qui  revient  à  dire  que  les  équations  (15)  ne  sont  pas  toutes  dis- 
tinctes les  unes  des  autres. 

Dans  le  cas  où  m  est  pair,  Cayley  a  donné  une  méthode  extrê- 
mement simple  pour  résoudre  ces  équations.  Posons  : 

—  X,  =  (l,mH-l),    —  X,  =  {2,m-t-l),...,-X„  =  (m,  m-t-1). 


Jacobi  par  rapport  au  problème  de  Pfaff  (Journal  de  Crelle,  t.  LVII, 
pp.  273-277),  p.  275.  En  imitant  le  procédé  de  CATLET,nous  avons  pu  trouver 
réquation  (13)  sans  nous  servir  des  propriétés  des  déterminants  adjoints, 
comme  fait  B.altzer. 
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On  pourra  écrire  comme  suit  les  équations  (13)  : 

(1,1)  dXi-^{l,  2)dXg-\ i-{i,m)dx,n-\-(i,  m-i- i)  dxm+i  =  0,  (14,) 

{m,\)dXi  -i-{m,2)  dx^  H \-  {m^m)  dXm-i-{m,m-+- 1)  dXm  +  i=  0.  (I4,„) 

On  a  évidemment, 

dXi  dx.2 

(2,3,4,  ...,m,  m  +  1)       (3,  4,5,  .,.,  m  -h  1 ,  1) 

dXm  dXm  +  l 


(mH-l,l,2,...,w»  — 1)       (1,2,3,  ...,  m) 

les  dénominateurs  étant  des  pfaffiens.  En  effet,  d'après  la  théorie 
de  ces  expressions  remarquables,  si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans 
les  équations  (14),  on  trouve  pour  résultat  de  la  substitution  les 
pfafîîens  suivants  qui  sont  identiquement  nuls,  comme  ayant  deux 
indices  égaux  : 

(l,l,2,3,4,...,m  +  l),(2,1,2,3,4,...,m-t-l),(3,l,2,3,4,...,w-+-l),elc. 

11  est  facile  d'exprimer  au  moyen  de  X,,  X^,  etc.,  les  valeurs 
de  dxi,  dx^,  etc.  D'après  une  propriété  fondamentale  des  pfaf- 
fiens ,  on  a  : 

(2,3,4,...,m-+-1)  =  — (m-4-l,2,3,4,...n2) 
=  —  [(m-4-1,2)  (3,4,  ...,  ni)  -+-  {m  +  ]  ,3)  (4,5.  ...,  m,  2)  h-  elc  j , 

ou  encore 

-(2,3,4,...,m+l)=X,(3,4,...,m)-t-X3(4,5,...,m,2)-t---t-X„,(2,3,...,m-l). 

De  même 

—  (3,4,  5,...,m-f-l,l)  =  X3(4,3,...,m,l)-t-X4(o,6,  ...,m,l  ,3) +  elc., 

— (m-4-l,l,2,3,...,m~l)=Xi(2,3,4,...,m  — l)-f-Xj(3,4,5,...,m— l,l)-+-etc. 

Dans  le  cas  où  m  est  impair,  et  par  conséquent  (m  -+- 1)  pair,  les 
équations  (14)  sont  incompatibles ,  ou  peuvent  se  réduire  à  un 
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moindre  nombre.  11  est  facile  de  distinguer  les  deux  cas.  Multi- 
plions : 

la  première  par.   .    .     (2,3,4,...,»»), 
la  deuxième  par.  .   .     (3,4,3,..  ,m,l), 
la  troisième  par.  .   .     (4,3,6, ..,,  m,  1 ,2), 
etc. 

et  ajoutons  les  résultats;  les  coefficients  de  dxi,  dx^,  ... ,  dx„  se- 
ront des  pfaffiens  identiquement  nuls  comme  ayant  deux  indices 
égaux.  Donc  le  résultat  final  sera  : 

[(l,m-4-  1)  (2,3,4,...,m)-i-(2,»n-  1)  (3,4, ...,  m,.l)  -+- etc.]  da;„+j  =  0, 

ou  encore, 

(1,2,5,  ...,m-t-l)  =  0 (15) 

Dans  le  cas  où  m  est  pair,  (m-f-  1)  impair,  cette  équation  est  sa- 
tisfaite identiquement;  si  m  est  impair,  (m  -+-  \)  pair,  le  premier 
membre  de  cette  équation  n'étant  pas  nul,  ew  général,  les  équa- 
tions (14)  ou  (15)  seront  donc  incompatibles.  Mais ,  en  particulier, 
si  les  valeurs  deX,,  ...,X„,  âont  telles  que  (1,2,  5,...,  m-hl)=0, 
les  équations  (13)  se  réduiront  à  un  nombre  moindre  et  seront 
compatibles.  Cette  équation  de  condition  (15)  peut  prendre  la 
forme  suivante  : 

Xj(2,3,...,m)-+-X,(3,4,...,n»,l)-l---t-X„(l,2 m  -1)  =  0.   (13') 

Elle  a  déjà  été  indiquée  par  Jacoiu,  qui  l'a  trouvée  d'une  ma- 
nière moins  simple  que  celle  que  nous  indiquons  ici. 

49.  Extension  de  la  méthode  précédente  de  transformation  (*). 
Considérons  une  expression  différentielle 

û  =  Xjda;,  +  X^dx^  -+-•••  +  Xî„(/a?î, . 


.  (*)  Gaoss, Œuvres,  l.lll,  pp.  233-234.  Gaoss  fait  remarquer  que  les  trans- 
formations dont  il  s'agit  ici  ne  sont  comprises  qu'implicitement  dans  le 
mémoire  de  Pfaff.  Jacobi  (Journal  de  Liouville,  t.  III,  p.  201)  expose  à  peu 


(  108  ) 
Nous  venons  de  voir  qu'on  peut  la  transformer  en  une  expression 

On  peut  effectuer  une  transformation  analogue  dans  le  cas  où 
il  s'agit  d'une  expression  contenant  un  -nombre  impair  de  diffé- 
rentielles : 

ûj  =  Yjdi/i  H-  ••■  -4-  Y2„_2dj/2„_î-4-  Y2„-ldi/2„_l. 

Pouï"  cela,  on  transformera  d'abord  par  la  théorie  précédente 
(il,  —  Y2„_i  «?î/2„-i),  en  regardant  î/2„_i  comme  constant,  de 
manière  à  mettre  cette  expression  sous  la  forme  : 

On  aura  évidemment  alors  : 

ûi  =  >i  {ZidZi  +  . ■  ■  -1-  Zi„^5dZin-z)  -+-  Zu-idyiH-i , 
expression  où 

(<5^Zl                                              iJZ2n_3\ 
Z, h  •  •  •  -+-  Z2n  -  3  T • 
%2n-l                                       àyin^il 

Appelons  première  transformation,  celle  de  Pfaff,  dans  le  cas 
où  m  est  pair,  seconde  transformation,  celle  que  nous  venons 
d'indiquer,  d'après  Gauss.  Cela  posé,  en  appliquant  {n  —  \)  fois 
la  seconde  transformation  à  l'expression  Qj,  on  parviendra  à  la 
mettre  sous  la  forme  : 

UjdWj  -H  UadWj  -\ h  U„dî^, . 

Une  expression  différentielle  û  qui  contient  une  variable  et  une 
différentielle  de  plus,  prendra  la  même  forme,  si  l'on  emploie  une 
fois  la  transformation  I,  («  —  \)  fois  la  transformation  II.  Dans 

près  les  mêmes  transformations  dans  un  ordre  inverse.  Lagrakge  et  Monge 
ont  souvent  employé  des  artifices  de  calcul  semblables  à  celui  de  Gauss  que 
nous  exposons  dans  ce  numéro. 
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ce  dernier  cas,  pour  effectuer  ces  transformations,  il  faut  inté- 
grer n  systèmes  d'équations  simultanées  analogues  à  (15),  sa- 
voir : 

1  système  de  (2n  —  1)  équations  simultanées, 

1        »         »  (2n  —  5)         »  » 


i  système  de  3  équations  simultanées, 

1  équation  unique. 

Dans  le  cas  où  il  s'agit  de  transformer  une  expression  û,  conte- 
nant une  variable  de  moins,  il  y  a  un  système  de  moins  à  intégrer. 
Aucun  système  ne  peut  être  formé  qu'après  l'intégration  du 
précédent.  11  résulte  de  là  qu'en  pratique  les  transformations  de 
Pfaff  sont  extrêmement  compliquées. 


§  14.  ÏÏHiégrmlUtn  det  équations  difféi'^nUellea  flmU»  et  de» 
éqtMlion»  «MJT  dér4€éea  partielle»  dt*  premier  ordre  pmr  tu 
méthode  de  Ffmg. 

50.  Intégrale  complète  d'une  équation  différentielle  totale  par 
la  méthode  de  Pfaff.  Soit  à  intégrer  une  équation  différentielle 
totale  entre  2n  ou  (2n  —  1)  variables,  par  exemple,  entre  2« 

variables  : 

Xi.da:,i-t-X„dj,jH H  X,^„(fa-i,,„  =  0 (1,) 

On  peut  d'abord  transformer  celte  expression,  comme  l'indique 
Gauss,  en  une  autre  de  la  forme  : 

L'idu,  H-  UjdUj  H h  l'„dw„  =  0. 

Cela  conduit  à  Yintégrale  complète  donnée  par  les  relations 

Ui  =  ai,    u,  =  aj,.  .,t/„  =  a„, 

les  a  étant  des  constantes. 


(  HO  ) 

On  peut  aussi  procéder  autrement,  en  suivant  la  marche  un 
peu  plus  simple  indiquée  par  Pfaff.  On  transforme  l'équation 
donnée  en  la  suivante  : 

Xjit^o^sji -*- Xjjc/a-jj  H hX2,2„_ida?î,2„_i  =  0 (Ij) 

Pour  pouvoir  y  appliquer  la  même  transformation ,  nous  posons 

et  alors  on  peut  mettre  (Ij)  sous  la  forme  : 

Posons 

et  transformons  ensuite  (d,)  en 

X^^dx^^-^'S.^^dx^^-^ h  X4,2„_sda;i,2«-s=  0 (I4) 

On  posera  encore 

et  on  continuera  de  cette  manière,  jusqu'à  ce  que  l'on  soit  arrivé  à 

X„,ida;„.  i-f-X„,2C?a;„,2-+-X„,3da;„,3  =  0 (1„) 

On  posera 

X„,5  =  an-l. 

L'équation  donnera  ensuite  une  intégrale  de  la  forme  : 

f{Xn,i     ,    x„,i)  =  a„. 

L'ensemble  des  relations 

Xi,  î«_i  =  a,  , 

a;3,2„_3  =  Oi  , 

OOi,  2n-5  =  a3  . 


Xn  ,  3  —  ^n  —  \   5 

constitue  une  intégrale  de  l'équation  donnée,  avec  n  constantes 


(  m  ) 

arbitraires;  on  peut  l'appeler  une  intégrale  complète  de  l'équation 
donnée  (1). 

On  trouve  aussi  une  intégrale  complète  avec  n  constantes 
arbitraires,  quand  il  s'agit  d'une  équation  différentielle  totale  à 
(2n —  4)  variables,  telles  que  (Ij). 

51.  Intégrales  que  l'on  peut  déduire  de  Vintégrale  complète. 
Dans  la  solution  précédente,  que  l'on  opère  comme  Gaiss  ou 
comme  PFAFF,au  fond,  l'on  met  toujours  l'équation  sous  la  forme  : 

UidMi  ■+-  UjdMj  ^ \-  U „dw„  =  0  , (a) 

et  l'on  intègre  en  posant  : 

«1  =  «1 ,       Wj  =  Oj  ,  . . .  ,   Un  =■  fl/i  • 

Mais  ce  n'est  pas  la  seule  manière  d'intégrer  cette  équation 
auxiliaire  (a).  On  peut  aussi  poser,  avec  Pfaff  et  Gauss  : 

F(t/i,w,,  ...,  w„)  =0, 

F  étant  une  fonction  quelconque,  et  associer  à  cette  relation  les 
{ji  —  4)  suivantes,  qui  donnent  avec  F  =  0,  une  intégrale  de  (I), 
dite  intégrale  générale  : 


SF        SF 

SF 

?Un 

Jacobi  a  fait  remarquer  que  l'on  pouvait  encore  trouver  d'autres 
intégrales  de  la  manière  suivante.  Posons  : 

Fy  (wj,  w,, ....  w„)  =  0,  ...,  Fi  («1,  Wj, .,.,  «„)  =  0. 

On  déduit  de  là  : 

JF,  SF,  dF,   , 

—  du.-\---—  du^  H ^-^r-  f'""  =  0, 


SFt  ^          JFi  ^  SVt   ,  - 

—  du.-i du.-i h- — f/w„  =  0. 


(  ii'2  ) 

Éliminons  k  différentielles  du  entre  ces  équations  et  (a)  et  égalons 
à  zéro  les  coefficients  des  autres  dans  le  résultat,  nous  trouverons 
ainsi  (w  —  k)  relations  : 

Fi+i  =  0,    F*+î  =  0,...,F„  =  0, 

qui  avec  celles  que  nous  avons  choisies  arbitrairement 

F,  =  0,    F,  =  0,  ...,Fi  =  0, 

constituent  encore  un  système  intégral  de  l'équation  {i)  (*). 

52.  Application  à  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles  du  premier  orrfre.  Suivant  une  ingénieuse  remarque  de 
Pfaff,  l'intégration  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  : 

/•(s,a;,,a7j,  ...,a7„,pi,pj,...,p„)  =  0 (2) 

revient  à  celle  de  l'équation  différentielle  totale  : 

PidXi  H H  PndXn  -+-  O.dpi  H H  0.rfp„_i  -+-  (—  1)  ds  =  0,  .  (3) 

où  jo„  est  censé  remplacé  par  sa  valeur  déduite  de  la  relation  (2). 
On  peut  appliquer  la  méthode  précédente  à  cette  équation  (3). 
Pour  cela,  on  posera 

Xn  +  l  =  Pi,      Xn  +  'i=Pi,  ■■.,Xi„-l=p„-i,      Xi„  =  Z, 
X„4.1=0,        X„+2=  0  ,    ...,Xî„_l=0,  Xïn  =  —  1. 

Presque  toutes  les  quantités  exprimées  par  le  symbole 

seront  nulles,  de  sorte  que  les  valeurs  de  /:, , ... ,  ki„  se  simplifie- 
ront beaucoup  mais  perdront  en  même  temps  leur  forme  symé- 
trique. 

(*)  On  trouve  ainsi  toutes  les  solutions,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  en 
se  reportant  au  n»  12. 


On  trouve 


[  H3  ) 


_dpi      dp„  dXn 
*      dz       dXi   dz  ' 

I.  _  ^Pl  _  ^  !^ 


dz  da-„-i    dz 

_  dp„   dXj  dpn    d.T,-t      dpn 

dx^    dz  dx„-i     dz         dz 

dPn    dPi  dpr.       f/pn-J 

dPi    dz  dp„-i     dz 

dXi  dp„  dx„ 


A"n+1    = 


kin-i  =  — 


dz       dpi    dz  ' 

dxn-i        dpn   dx„ 
dz         dpm-i   dz  ' 

dpn   dXn 


^^  —  ~~  ^.     w- 
dz    dz 


Les  équations  différentielles  de  la  transformation  sont,  d'après 
ces  valeurs,  en  remarquant  que  chacun  des  rapports/:  :  X  est 


égal  à 

kiH       dp„  dXn 
Xî.        dz    dz 

et  chassant  dz  : 

dpr,  dpn\     ,  _,  dpn     , 

dpi  = HP,—-    dx„;     dXi  =—  — —  cte„; 

\dx,  dz  dp^ 


(dpn  dpA  _        dp„ 

\dx„-i  dz  I  dp„-i 


dXi 

dXn      dz       dpi      dp^ 
^f        P        P.        P, 

dpn 
P« 

Sp, 

SPn 

(  IH  ) 

Pour  mettre  ces  équations  sous  une  forme  plus  symétrique, 
nous  remarquerons  que,  d'après  l'équation  (2),  on  a  : 

IL  IL 

dpn  Sx  dPn  Sp 

dx~~1f'      dp~       Jf 

Spn  Wn 

Introduisant  ces  valeurs  dans  les  équations  de  la  transformation, 
elles  deviendront  : 


(«') 


si  l'on  pose ,  comme  dans  le  chapitre  précédent  : 

Sf       Sf              ^  Sf       Sf 

Sx,      Sz^'^-'-'   "  Sx„      Sz^"' 

Sf  Sf 

Spi  Sp„ 

Pfaff  est  donc  arrivé  identiquement  aux  mêmes  équations  auxi- 
liaires auxquelles  Jacobi  est  parvenu  plus  tard,  en  donnant  à  la 
méthode  de  Lagrange  son  extension  naturelle  (voir  le  §  11  tout 
entier).  Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  les  calculs  se  font  delà  même 
manière  dans  les  deux  méthodes,  mais  dans  un  ordre  inverse. 

Dans  la  méthode  primitive  de  Pfaff,  on  doit  intégrer  n  systèmes 
d'équations  auxiliaires  analogues  à  (a'),  qui  donnent  n  relations 
contenant  n  constantes  arbitraires.  L'élimination  dep,,p2,  ....,Pn 
entre  ces  n  relations  et  l'équation  donnée  conduit  à  Vintégrale 
complète  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  (2). 

La  formation  des  autres  systèmes  auxiliaires  (a')  ne  peut  se  faire 
que  dans  chaque  cas  particulier,  puisqu'ils  dépendent  des  inté- 
grales du  premier  de  ces  systèmes  (*). 

(*)  Sur  le  problème  de  Pfaff,  voir  les  remarquables  mémoires  de  Natam 
(Journal  de  Crelle,  t.LVlII,  pp.  301-328),de  Clebsch  (Journal  deCrelle,  t.LIX, 
pp.  190-19-2;  t.,  pp. LX  193-251  ;t.  LXI,  pp.  146-179)  et  de  Dubois-Reymond 
(ibid.,  t.  LXX,  pp.  299-315);  puis  divers  écrits  de  Lie,  dans  les  recueils  de 
l'Académie  de  Christiania. 


(lis  ) 


§  1d.    Sintptiftcatiotê  r{«  In  ntéthoHe  dm  Ffaff. 
Pfobléine  inrefsm. 


53.  Simplification  de  la  méthode  de  Pfaff  pour  V intégration 
des  équations  aux  dérivées  partielles  par  Jacobi  (*).  En  suppo- 
sant, comme  aux  n°»42  et  43,  que  l'on  intègre  les  équations  auxi- 
liaires que  nous  venons  de  trouver,  puis  que  l'on  fasse  un  chan- 
gement de  variables,  on  ramènera  l'intégration  de  l'équation 
donnée  à  celle  de 

Ç.^dU^  -t- H  Cî»-!  dUin-l  =  0, 

«1,  ...,  Ui„-i  étant  les  constantes  de  l'intégration  des  équations 
auxiliaires ,  et  les  C  étant  définis  par  les  relations  : 

du  du 


Jacobi  ,  s'inspirant  des  recherches  de  Hamiltox  sur  la  dynami- 
que, a  eu  l'heureuse  idée  d'introduire  dans  cette  théorie  les  valeurs 
initiales  des  variables,  savoir  Zq,  Xjo,  •••,  x^o,  pio,  .-.,  Pno  et  de 


(*)  Jacobi,  Journal  de  Liouville,  t.  III,  pp.  171-182,  §  IX  du  Mémoire. 
Jacobi  s'étonne  que  Pfaff  n'ait  pas  trouvé  la  simplification  exposée  dans  les 
a"'  53  et  34.  Mais  la  chose  n'était  pas  si  simple ,  puisque  Jacobi  lui-même  n'y 
a  pas  songé  quand  il  s'est  occupé  de  la  méthode  de  Lagrange.  Il  fallait,  pour 
cela ,  introduire  dans  les  équations  les  valeurs  initiales  des  variables.  C'est  ce 
que  fit  Cacchy  dès  1819;  Jacobi  n'a  vu  la  portée  de  ce  choix  des  nouvelles 
variables  qu'en  1835,  après  les  travaux  de  Hamilto.n  sur  la  dynamique.  C'est 
pourquoi  il  nous  semble  que  l'on  désigne  à  tort  en  Allemagne  la  méthode 
d'intégration  que  nous  venons  d'exposer  sous  le  nom  de  méthode  de  Hamillon 
et  Jacobi,  puisque  bien  longtemps  avant  ces  géomètres,  Caccht  avait  décou- 
vert, par  une  méthode  plus  directe  que  celle  de  Pfaff,  les  résultais  retrouvés 
plus  tard  par  Jacobi,  d'une  manière  assez  pénible.  [M.  Lie  fait  remarquer 
aussi,  dans  un  de  ses  derniers  mémoires,  que  la  méthode  de  Pfaff,  perfec- 
tionnée par  Jacobi  ,  doit  s'appeler  méthode  de  Cauchy.] 


(  MG  ) 

prendre  l'intégrale  qui  entre  dans  1  équation  précédente  entre  les 
limites  Zo  et  z.  Il  vient  ainsi 

du  du 

L'équation  à  intégrer  se  réduit  à  : 

Uiod"i  H HU2„_l,odM2n-l  =  0; 

ou ,  tout  au  long  : 

/dXio                       dXto     ,         \ 
Ptoi-T-du^-^ H- dui„-i]  -t- 

\  dUi  dUin-l  ) 


(dXna  ,  dx„o     ,  \ 

H-Pno  [——dUi-\ h- dMï„_i      =0, 

c'est-à-dire  : 

PlodXio  H H  PnoC^-î^no  =  0 . 

On  peut  prendre  pour  système  intégral  de  ces  équations  : 

ai,  02.  •••?  c„  désignant  des  constantes. 

De  là,  la  règle  suivante  pour  intégrer  l'équation  (i).  Soit /ù  ce  que 
devient  Tune  quelconque  des  fonctions  /'quand  on  y  fait  z==Zo. 
Tirez  des  relations  : 

/■j5  =  Mj,  ...  ,/2„_i,o  =  î<2b-1,      f-2n,0  =:  0, 

les  valeurs  de  x^,  ...,  x„g,  p,^, ...,  /?„„,  en  fonction  de  Wj, ...,  W2„_i. 
Soient  trouvées  ainsi  les  n  relations  : 

a;jo=F,  (m,,...,M2»-,), 

x„o  =  ¥„{Ui,...,Uî„-i). 

Pour  avoir  l'intégrale  complète  de  l'équation  (1),  il  suffira  d'éli- 
miner pi , ... ,  p„  entre  les  équations 

Fi  =  ai,    Fj  =  a,,...,F„  =  ûr„, 

après  que  les  u  sont  remplacés  par  leurs  valeurs. 


(117) 

Remarqces.  I.  Si  P  =  0  en  verlu  de  l'équation  donnée,  la  mé- 
thode précédente  donne  pour  une  intégrale  des  équations  auxi- 
liaires, z=ro.  Dans  ce  cas,  on  ne  trouve  plus  directement  d'inté- 
grale complète,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  et  comme  nous  le 
montrerons  à  propos  de  la  méthode  de  Cauchy,  où  la  même 
exception  se  présente. 

II.  Au  lieu  de  prendre  pour  nouvelles  variables  les  u  et  z,  on 
peut  prendre  les  u  et  un  quelconque  des  j,  ce  qui  rapproche 
davantage  la  méthode  de  Pfafif  modifiée  par  Jacobi  ,  de  celle  de 
Cauchy.  La  principale  différence  entre  les  deux  méthodes  con- 
siste en  ce  que  CArcBV  emploie  (n —  1)  nouvelles  variables  fonc- 
tion des  anciennes,  et  n  constantes  arbitraires  dès  le  commence- 
ment des  calculs,  tandis  que  Pfaff  et  Jacobi  emploient  (2« — 1) 
nouvelles  variables  et  sont  forcés,  dans  la  suite  des  calculs,  d'en 
faire  n  égales  à  des  constantes,  ou  au  moins,  comme  nous  venons 
de  le  voir,  d'égaler  n  fonctions  de  ces  variables  à  des  constantes, 
ce  qui  revient  au  même. 

54.  Simplification  de  la  méthode  générale  de  Pfaff  par  Ja- 
cobi (*).  Nous  avons  indique  plus  haut  {n°  55),  comment  Jacobi, 
en  s'aidant  des  travaux  de  Hamilton,  a  ramené  l'intégration  de 
l'équation  (2)  à  celle  du  seul  système  (a').  Nous  allons  faire  con- 
naître comment  il  a  pu,  d'une  manière  analogue,  former  immé- 
diatement toutes  les  équations  auxiliaires, dont  on  a  besoin  dans  la 
méthode  générale  de  Pfaff,  pour  intégrer  une  équation  différen- 
tielle totale. 

Soit  xi,  une  valeur  de  x^,  pour  laquelle  x, ,  Xj, ....  Xa,_i  pren- 
nent les  valeurs  xJ,  x%, ... ,  x5,_i.  Posons  : 

X,     =x?     -i-{x,„-xîJÇ.,      X,      =x;     -t-(x,„-x«„)H„ 

X,    =x;    -t-(x,„-x;„)ç.,    X,    =x«    -H{x,„-x;„)s„ 

•^i»-  »  =^  ^l^^m-t  ■+■  (Xj„  —  Xjn)  Çta-i ,  X*.-,  =  X£,-«  -♦-  (X^  —  Xj„)  2t«—  I, 

(*)  Jacobi,  Journal  de  LiouvUle,  L  III,  pp.  194-301 ,  §  XII  do  mémoire.  [Le 
sujet  traité  dans  ce  numéro  et  le  suivant  ne  fait  pas,  à  proprement  parler, 
partie  du  sujet  de  ce  mémoire.] 


(118) 

?i5  —5  ^in-i  n'étant  pas  infinis  pour  Xi„  =  xl„,  et  §2»  étant  égal 
à  1,  En  introduisant  à  la  place  des  anciennes  variables,  leurs 
valeurs  initiales  et  Xi„,  on  aura 

=  B^dx°^  ■+■  B^dxl  H \-  Bi„^^dxl^^l  -+-  Bg„da7g„. 

Supposons  que  les  relations  données  plus  haut  entre  les  nouvelles 
et  les  anciennes  variables  soient  celles  qui  permettent  de  faire  la 
première  transformation  de  PfafF,  on  aura  62,,  =  0;  ensuite, 

Bi=\?+{x,,-xU)^,Mx,„-K„)i^,n-*-ix,,-Knr^~^k: 

étant  indépendant  de  x^n,  à  un  facteur  ).  près,  on  pourra  y  faire 
Xi„  =  xl„.  De  cette  manière,  l'équation  donnée  deviendra  donc 

Xldx",  -+■  Xldxl  H 1-  X|„_,dxS„^^  =  0 . 

Pour  intégrer  celle-ci,  nous  poserons, 

Xi„^i  =  a, 

puis  nous  la  transformerons  en  une  autre  contenant  une  variable 
de  moins,  au  moyen  de  l'intégration  d'un  système  auxiliaire 
analogue  aux  équations  (1 2)  du  §  1 5  : 

"'1  22. *" 

Xj       Xj  Xj„ 

Pour  obtenir  ces  nouvelles  équations  auxiliaires,  il  suffira  de 
laisser  dans  le  système  précédent  les  deux  dernières  équations  de 
côté,  et  de  faire  dans  les  autres  Xi„  =  xl„,  puis  de  remplacer 
^în-i  psr  «5  ^1  pai'  ^î-  En  effet,  ces  changements  étant  faits  dans 
les  calculs  du  §  12,  donneront  les  calculs  nécessaires  pour  trans- 
former la  dernière  équation  différentielle  totale  en 

Xl^dx^"  -+-  X°''dx^''H 1-  X"^^_idx'^^„_i  =  0. 


(  ii9  ) 

Et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que  l'on  peut  continuer  de  cette  ma- 
nière la  formation  des  systèmes  d'équations  auxiliaires  et  arriver 
au  système  intégral  : 

~0  _  ^00         ^  -000        _  -o"  _ 

Reharque.  n  y  a  une  grande  simplification  si 

Xi  =  0,...,X._r  =  0. 

Dans  ce  cas,  quand  on  sera  arrivé  à  une  équation  de  la  forme  : 

on  pourra  s'arrêter.  On  aura ,  en  eflFet,  déjà  r  relations  : 

et  l'on  pourra  en  outre  poser  immédiatement,  pour  intégrer  la 
dernière  transformée  : 

Dans  le  cas  des  équations  aux  dérivées  partielles ,  cela  arrive 
après  la  première  transformation  parce  que  l'on  a  r=(n  —  i). 

55.  Problème  inverse  de  celui  de  Pfaff{*).  Soient 

^i=A(^»+i,-.îa-i„,a,:ii„...,a„), (4t) 

(•j  Jaco^î,  Journal  de  Liouville,l.U],  pp.  185-194, §XIV du  mémoire,  domie 
le  théorème  de  ce  numéro,  sans  employer  le  calcul  des  variations.  Dans  le 
§  X,  pp.  182-183,  il  démontre  le  théorème  correspondant  pour  les  équations 
auxiliaires  (a').  Nous  avons  cru  préférable,  pour  ne  plus  revenir  sur  la 
méthode  de  Pfaff,  de  placer  ici  le  théorème  général ,  eu  employant  les  notations 
du  calcul  des  variations  pour  plus  de  brièveté,  et  de  donner  comme  cas  parti- 
culier le  théorème  relatif  aux  équations  (a').  Notre  démonstration  générale 
est  imitée  de  celle  de  Jacobi  ,  Vorlesungen,  pp.  372-ô7o. 

Nous  avons  laissé  de  côté  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  équations  de  la  forme 
indiquée  dans  la  remarque  II ,  pour  ne  pas  entrer  dans  les  théories  de  la  dyna- 
mique supérieure,  ce  qui  aurait  trop  allongé  notre  travail. 


(  UO  ) 

n  relations  satisfaisant  à  l'équation  différentielle  totale 

Xjt^a;,  H HXj„dX2„  =  0, (o) 

de.  sorte  que 

Posons,  en  outre,  les  n  relations 

X,i^-4-...  +  X,£^+A/3„  =  0  .  , (7„) 

où  Pi ,  ... ,  (3„  sont  de  nouvelles  constantes.  Les  équations  (6)  et  (7), 
après  élimination  de  l ,  contiennent  (2w —  1)  constantes  a,, ...,  a„, 
|î-j— 5^^',  et  sont  les  intégrales  des(2n  —  1)  équations  rencon- 
trées par  Pfaff  dans  la  recherche  de  l'intégrale  de  (5). 

Imaginons,  en  effet,  que  l'on  déduise  des  équations  (6)  et  (7) 
les  variahles  x  en  fonction  de  A ,  des  a  et  des  j3.  Faisons  varier 
dans  les  équations  (6)  et  (7)  a  et  p  de  c?a  et  âp,  les  x  varieront  de 
r7x.  Cela  posé,  multiplions  les  ^équations  {Q^), ...,  (6„),  (7i), ...,  (7„) 
respectivement  par  âx^^t ,  âx„+i, ... ,  Sxi„,  âut , ... ,  Ja„  ;  en  ajoutant 
les  résultats,  il  viendra  à  cause  de  (4) , 

XJX^  -\ h  Ti^JX^n  -*-  ^  C'-^l^^l  -1 »-  l^n'K)  =  0  •     •     •     •    (8) 

Dérivons  par  rapport  à  A,  et  cette  équation  donnera  : 

lXi—-hI  —  ^x  +  lMx  =  0 (9) 

dX  dx 

En  multipliant  les  équations  (6)  par-^"^"^S  —  '-|f^,  et  ajoutant  les 
résultats,  on  trouve  la  relation  suivante,  évidente  d'ailleurs 
d'après  (5)  : 

^'  dx  ^     ^^'"  dx  -"' 
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d'où,  par  variation, 

Ix^-H-2-^x  =  o (10) 

Retranchons  de  l'équation  (9),  l'équation  (10)  et  l'équation  (8) 
divisée  par  i,  il  viendra 

d>  dA  À 

On  déduit  de  là,  en  égalant  à  zéro,  les  coefficients  de  (îx,, ...,  Jx*,, 

^_/dXi^  d^£X^\       X,_^ 

dx        \  dx  îXi  ^'j^    ^"jj  /        À 


^^  —  /fîfii^H H— — W— =0 

dl         \dx  dJ,_  àX    ^x^    I  X 


dX 


En  écrivant,  au  lieu  de  ^ ,  la  valeur  : 

^X   dX^  iX  iXt„ 

4Xi  îy  Sx^^  ô\ 

les  équations  précédentes  prennent  la  forme  suivante  : 

dx,  dx,  dx,-  X, 

-i(l,l)+-î  (1,2)+...  +  -^  (l,2n)=--i, 
dÂ  oa  dx  A 

^(2„,I)H-^^2n,.)-^..-  +  %(2n,2n)  =  ^. 
d*.  dA  dl  À. 

<  e  qui  est  le  système  auxiliaire  de  PfaflF. 

Remarques.  I.  Pour  que  les  variations  des  x  soient  indépendantes 
en  même  temps  que  celle  des  a  et  des  ^,  comme  on  le  suppose 
plus  haut,  il  faut  que  les  équations  (6)  et  (7)  soient  telles  que 


"tj  ••■»*tij 


ne  soit  pas  identiquement  nul. 
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II.  Ce  qui  précède  peut  s'appliquer,  en  particulier,  aux  équa- 
tions auxiliaires  auxquelles  on  est  conduit  quand  on  cherche 
l'intégrale  de  l'équation 

p„  -t-/-(z,a;i, ... ,  a;„,pi, ... ,  p„_i)  =  0. 
Si 

Z  =  ¥  {x^,...,Xn,cc^,...,a.„) 

est  une  solution  complète  de  cette  équation,  ou  de 

dz  =  PidXi  -\ H  p„-idx„-i  —  fdx„ , 

on  aura,  pour  intégrale  des  équations  auxiliaires  : 
dx^        Sf  dxn^i         Sf 


dXn  ^Pi  dXn  Spn-l 

dXn  SXi  *  Sz  dXn  SXn-l  Sz 

dz  ff  Sf 

dXn  dfi  à2)„-l 

le  système 

JF  SF  ,,, 

àXi  dXn-^ 

JF       ^    JF             <?F          ,       JF  .„, 

^a  ...     =  ;?„_,.;— (Il) 

contenant  In  constantes  a,,  ...,a„,  Pi, .,.,  |3„_i. 

On  déduit  ces  résultats  des  précédents,  au  moyen  des  hypo- 
thèses du  n"  52,  La  démonstration  directe  en  est  d'ailleurs  très- 
simple  (*). 


C)  BiNET  (C.  R.,  t.  XIV,  pp.  634-660,  t.  XV,  pp.  74-80),  Gauchy,§  II  du 
mémoire  analysé  au  Livre  II!  (Exercices  d'analyse  et  de  phys.  malh.,  l.  II, 
pp.  261-272),  Jacobi,  Vorlesungeîi ,  pp.  564-369,  ont  employé  le  calcul  des 
variations  pour  exposer  la  méthode  de  Pfaff  modifiée  par  Jacobi  ou  des 
recherches  équivalentes  sur  les  équations  aux  dérivées  partielles.  Nous 
croyons  pouvoir  nous  borner  ici  à  donner  une  idée  de  ce  mode  d'exposition ,  à 
propos  du  problème  inverse  de  celui  de  Pfaff.  On  abrège  considérablement  les 
écritures  parce  moyen,  mais  l'exposition  devient  moins  claire. 
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III.  Puisque  z  =  ¥  est  une  solution  complète  de  rëquatiou 
Pn  -+-  f  =  0,  les  fonctions  F,  ?,  =  fe^, -,  f«-i  =  3— 7,  con- 
sidérées comme  fonctions  des  constantes,  doivent  être  indépen- 
dantes, sans  quoi  il  y  aurait  une  relation  entre  ces  fonctions  et, 
par  suite,  z  satisferait  à  une  seconde  équation  aux  dérivées 
partielles.  Or,  si  cela  était,  cette  équation  et  la  donnée  représen- 
teraient seulement  au  plus  oc*""'  éléments,  et  il  en  serait  de 
même  de  r  =  F  et  de  ses  dérivées  ;  par  conséquent  z  =  F  con- 
tiendrait au  moins  une  constante  supplémentaire,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse.  On  a  donc,  en  posant  : 


^  _JF  JF 

Sa^  "      San 


^I  ,- 

t      ^n 

^^t 

San 

Sxi 

SXi 

1  ■  • 

1 

SXn—\  SXn—l 


=  (^J»D 


i^y-m 


..,xi^i 


0  .  .  .  (III) 


Il  résulte  de  là  que  si  l'on  résout  les  équations  (I)  et  (II),  par 
rapport  aux  constantes,  on  trouvera  des  fonctions  des  variables 
indépendantes  les  unes  des  autres.  En  effet,  par  hypothèse,  des 
équations  (I),  on  peut  déduire  les  valeurs  des  «,  puisque  le  déter- 
minant fonctionnel  des  premiers  membres  par  rapport  aux  a  n'est 
pas  nul.  Des  équations  (II)  on  peut  déduire  les  valeurs  des 
constantes  ^  à  cause  de  l'inégalité  (III)  (*). 


(•)  Jacobi,  Vorlesungen,  pp.  471-475. 


LIVRE  IL 

MÉTHODE  DE  JACOBI  (*) 


CHAPITRE  I. 

PRINCIPES. 


§    16.   Propriétés   fondatnenlales  <fe«   earpression»   sytnbotiquB* 
«Te   J*o<««oM  {**). 

56.  Définitions.  Soient  ^  et  i/i  deux  fonctions  explicites  des 
variables  Xj, ...,  x„,  p,, ....  p„;  supposons  que  de  plus  <f  contienne 
explicitement  r  fonctions  a,,  a^, ...,  a^,  et<p  «fonctions  6i,  6j, ...,  6, 
de  ces  mêmes  variables,  de  sorte  que 

f  =  f{Xi,...,x„jPi,...,p„,ai,...,ar), 
'i'  =  'p{x^,...,x„,pi,..  ,p„,bi,...,b,). 

(*)  La  méthode  nouvelle  de  Jacobi  a  été  publiée  par  Clebsch  dans  le  t.  LX 
du  Journal  de  Crelle  en  1862, sous  le  litre  Nova  methodus,  etc.,  puis  dans  les 
Vorlesungen  Uber  Dynamik,  leçons  21-23  et  passim,  en  1866;  mais  Jacobi 
possédait  cette  méthode  dès  1838,  comme  il  résulte  des  indications  données 
plus  bas,  note  1  du  §  17.  C'est  pourquoi  cette  méthode  doit  porter  le  nom  de 
Jacobi,  quoiqu'elle  ait  été  retrouvée  avant  1862,  par  Liouville,  Bour  et 
Do>Kis,  dans  ses  traits  essentiels  (voir  la  note  citée).  Nous  rattachons  à  la 
méthode  de  Jacobi  les  recherches  qui  en  sont  la  suite  naturelle. 

(**)  Voissoy ,  Mémoire  sur  la  variation  des  existantes  arbitraires  dans 
les  problèmes  de  mécanique  (Journal  de  l'école  polytechnique,  15«  cahier, 
p.  281),  aie  premier  employé  la  notation  (p,  i).  La  notation  [p,  à]  s'est  ensuite 
introduite  d'elle-même.  Nous  proposons  les  trois  autres  notations  symboliques 
pour  simpliGer  les  démonstrations  du  §  18.  Nous  suivons,  en  général, dans  ce 
§  16,  l'exposition  d'I«scHE!«ETSkT,  §  16,  pp.  48-52. 
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Nous  poserons  : 


(?,w=2 


[?,^)  =  2 


(f ,  ^]  =  2 


[f,^]=2 


(;;i;)=2 


Sxi 

dxi 

$Xi 

'II, 

dpi 

Sa 

It 
dXi 

3f 

d^ 
dfi 

df 

d^ 

Ixi' 

dXi 

d'f 
dpi' 

dp 
dXi 

d? 

> 

dXi 

dXi 

£l, 

^P 

dPi     Spi 


Au  besoin,  quand  cela  ne  sera  cause  d'aucune  ambiguïté,,  nous 
écrirons,  au  lieu  de  n'importe  quel  de  ces  symboles, 

fp      ou      f,'p, 

en  supprimant  les  parenthèses  et  les  crochets. 
On  trouve  immédiatement  les  formules  suivantes  : 


ff  =  0;     f-p^  —  év;     y,  —  ^  =  — 'f^;    constante,  •;-  =  0;  .    (1) 

{ar..,^)=^;    (^m^I^^;     (p„.,)=-^;    (^,,^]  =_^;  (2) 
«*Pi  dpi  dXi  dXi 

{Xi,Xi)  =  {pi,pi)  =  {xi,pk)=zO (3) 


(  i->7  ) 


Si  «  désigne  une  des  variables  x  ou  p,  on  trouve  encore,  en 
supposant  que  D  indique  une  dérivation  par  rapport  à  u, 

D  (?,-^)  =  (D?,  •;')  +  (?,  Di), .    (4,) 

D«{f,^)  =  (D«î»,^)  +  2(D?,D^)-+(P,D»^h i*^ 


D»{y,^)=(D«P, ^)  +  ^  (D— *?,  D;) -h"^"  ,  *^  (D— «?, D»i) 
1  l.z 


1.2  1 


»,   (4») 


dont  l'analogie  avec  la  formule  de  Leibniz  pour  la  recherche  de 
T)"fi)  est  évidente  (*)•  A  priori,  d'ailleurs,  cette  analogie  doit 
exister  puisque  les  expressions  symboliques  de  Poisson  sont  des 
sommes  de  produits  de  deux  fonctions,  et  cette  remarque  suffit 
pour  démontrer  les  formules  (4). 

57.  Développements  des  diverses  expressions  y-p.  On  a  immé- 
diatement par  les  propriétés  élémentaires  des  déterminants  : 


(?,^)  =  2 


df 

dà 

dx 

dx 

if 

Su 

Sp' 

ip 

=  2 


i?  5<f   SOi  <f?  SUr     Sf  ^  J6, 

Sx  Sa^  Sx  Sa,  Sx    Sx       Sbi  Sx 

J?  S^ 

Sp  '  Sp 


Sp  Sb. 
Ibtlx 


Cette  équation  prend  une  forme  remarquable  si  r  =  s  =  n,  et  si 
a  =  b  ^=p,  les  p  étant  supposés  fonction  des  x.  Alors  il  vient, 
en  développant  le  déterminant  du  second  membre 

la  somme  double  s'étendant  aux  valeurs  ! ,  2,  3, ...,  n  de  t  et  k. 
C)  Les  formules  (4)  sont  données  par  Imscbeketskt,  pp.  51-53. 
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L'expression  [y,  if]  donne  un  développement  semblable.  Elle 
est  égale  à 


Jo  ^f  Ja,  ^f  Sa,  S'p  U  Sb,  U  Sb, 

Sx  Stti  Sx  Sûr  Sx  Sx  Sbi  Sx  Sb,  Sx 

S--f  S<f  Sui  Sf  Sttr  S'p  S'p  Sbi  S'p  Sb, 

Sp  Sa^  Sp  Sur  Sp  Sp  Sbi  Sp  Sb,  Sp 


En  développant  cette  expression,  on  trouve  la  formule 

Sb  Sa  Sa  èb 

En  particulier,  si  r  =  s,  Oj  =  6,, 

[?,*l=(f,«+2|(f.,«)^-tt,»)g+2,2.jg^.-H:j(a,-,a.)(9') 

la  somme  double  du  second  membre  se  rapportant  aux  valeurs 
de  i  inférieure  à  r,  et  aux  valeurs  de  k  supérieures  à  i,  ou  si  l'on 
veut,  1 ,  2,  3,  ...,  r  de  i  et  de  A;,  puisque  les  termes  (a,,  «,)  se 
détruisent  en  vertu  de  la  première  formule  {\). 

Si  oetip  ne  contenaient  explicitement  que  les  a, cette  formule  (6') 
se  réduirait  à 


(6") 


Si  t  ne  contenait  pas  les  fonctions  a,  et  si  ip  ne  contenait  que  les 
fonctions  a ,  la  formule  (6)  conduirait  à  celle-ci  : 


[p,^]  =  2(p,a) 


S^ 
Sa 


(6"0 


On  arrive  à  un  développement  plus  utile,  mais  moins  naturel, 
de  l'expression  [y,  <p],  en  partant  de  la  formule  peu  connue  rela- 
tive aux  déterminants  : 


M-t-m,  N-+-n 
P-t-  p,  Q-hq 


M,  N-t-n 
P,  Q  +  9 


P  +  P,  Q 


M,  N 

P,  Q 


m,  n 
P,  Q 
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Soient,  dans  cette  formule  (7), 

M-»-m  =  — '    X-4-n=— -•    M=-- »    N^— -t 
dx  dx  àX  àX 

dp  dà  ?^      ^       S-^ 

dp  dp  ^p  ?p 

et  faisons  la  somme  de  toutes  les  expressions  semblables,  il  viendra 
immédiatement 

[P,  à]  =  (p,  •^'l  -«-  [p,  f)  -  (P,  ^)  -4-  22  J  ^  (a,  6)  .    .   .    .  (8) 
Si  en  particulier,  a  =  h,r  ^=  s^  cette  formule  devient  : 

[p,  -;'] = (p.  •;']  -f-  [p,  ^)  -  (p,  '^^  -+■  ^  b^  j^,-  j7j  7^.  (  ^"^^  •  ''*^  •  <*'^ 

Un  cas  extrêmement  remarquable  est  celui  où  la  fonction  s  se 
réduit  à  p,  et  ,i  à  pt.  On  a  alors ,  d'après  les  formules  (2)  et  (5), 

[P,'i]  =  (PMP*)  =  0; 

[P,.)  =  (p., .;)=--  =  --,   (F,^]  =  ^; 

par  suite,  la  formule  (8)  donne 

Sxi      àXk  [SOi  $tn      Soi  Soi)  ^  ^    ' 

Si,  en  particulier,  (?,*)  =  0 ,  celle  formule  se  réduit  à 

(*)  Noas  emprunlODs  les  formules  (6)  à  Ihscbexetskt,  pp.  30-31.  Les  aulres 
sous  leur  forme  générale  sont  nouvelles.  Contrairemeul  à  l'usage,  nous  lais- 
sons dans  les  sommes  les  lermes  qui  se  détruisent  deux  à  deux,  parce  que 
leur  suppression  introduit  dans  les  formules  une  complication  inutile. 

10 
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17.  ThéOÈ'ètne  fondatnetttul  de  Jacobi  (*). 

58.  Forme  spéciale  des  conditions  (»,  <p)  =  0,  quand  »  et  <p 
sont  linéaires  par  rapport  aux  dérivées  partielles  de  la  variable 
dépendante.  Soit  R  une  fonction  de  u,,  u^,  ...,  w„  et 

rfR  dR  dR 

rfu,  rfWg  du,„ 

dR  dR 

'  =  AR  =  a,  — h  .  •  •  -4-  a,„  - —  =  a^pi  •+■  a^p^  -t-  — h  a,„p„, , 

ttMi  au,n 

dR  dR 


(*)  Résumé  de  Jacobi  ,  Nova  methodus,  §§  23-26.  Ce  résumé  se  trouve  aussi 
dans  Imschenetsky,  §  25,  pp.  141-144,  qui  donne,  eu  outre,  la  démonstration 
de  DoNKiN,  p.  143,  pour  le  théorème  fondamental  ;  ensuite  une  démonstration 
qui  lui  est  propre,  n»  59,  pp.  53-55;  et  dans  Grai.ndorge,  V,  pp.  35-41. 

Il  résulte  d'un  passage  de  la  Nova  methodus,  §  28,  signalé  par  Cleusch, 
que  Jacobi  possédait  son  principe  fondamental  dès  1838.  Ce  principe  se  trouve 
virtuellement  contenu  dans  le  théorème  de  Poisson  (Sur  la  variation  des 
constantes  arbitraires  dans  les  problèmes  de  mécanique ,  Journal  de  l'École 
polytechnique,  15"  cahier,  p  280),  dont  son  auteur  lui-même,  ni  Lagrange 
ne  soupçonnèrent  l'importance ,  comme  le  remarque  Jacobi,  Nova  methodus, 
§  28.  A  la  mort  de  Poisson,  Jacobi  appela  l'attention  sur  le  théorème 
(C.  R.,  année  1840,  p.  529),  mais  malheureusement  sa  Nova  methodus  ne 
fut  publiée  qu'en  1862  par  Clebsch,  sans  aucun  changement,  sauf  une 
petite  addition  d'une  page  à  la  fin  du  §  52,  ccmtime  nous  l'avons  appris  de  la 
bouche  même  de  ce  géomètre.  C'esl  donc  par  erreur  que  Imschenetskv  dit 
que  Clebsch  «  a  rédigé  le  travail  de  Jacobi  d'après  les  matériaux  trouvés 
dans  ses  papiers  »  (page  6).  Mais,  il  importe  de  faire  remarquer  avec  le  sa- 
vant russe  (pp.  124  et  145),  que  Donkin  a  trouvé  le  théorème  fondamental  de 
son  côté  (Philosophical  Transactions,  1854,  part.  I,  pp.  71  et  93);  que  Liou- 
viLLE  l'a  également  démontré  dans  son  cours  de  1853,  d'après  ce  que  dit 
BouR ,  dans  son  mémoire,  Sur  l'intégration  des  équations  différentielles  par- 
tielles du  premier  et  du  second  ordre  (Journal  de  l'École  polytechnique. 
39"  cahier,  pp.  148-191),  p.  168,  où  il  l'appelle  théorème  de  Liouville.  Néan- 
moins, il  convient  de  conserver  à  ce  théorème  le  nom  de  téhorème  de  Jacobi, 
parce  que  ce  géomètre  en  a  plus  qu'aucun  autre  révélé  la  fécondité. 
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a,,  ... ,  a.,  6,, ... ,  h„  étant  des  fonctions  quelconques  des  u,  et  A 
et  B  étant  des  symboles  d'opération  définis  par  les  équations 
précédentes. 

Cherchons  l'expression 


(«,j)=2 


Elle  sera  égale  à 


s  Pi      Spi 


(ImPm)  S  {biPi 


b„p„ 


Sui 
bi 


c'est-à-dire,  en  réunissant  les  divers  termes  multipliés  par  p,,  ...,ç«: 


3b,    ■ 


^Om,      /     ^fem         Sb„  db^\ 

^^~  ~r»T — ^-''îT ' ►-«mir- 


ou  encore 

(I .  J)  =  p,  (Bfl^  -  A6,)  -4-  /Jj  (Boj  —  A6,) 


/>„  (Ba,„  —  A6„). 


Si  Ton  ajoute  à  l'ensemble  des  termes  qui  ont  le  signe  +  dans 
(I,  J),  tous  les  termes  de  la  forme 


aibj 


SuiSuj 


et  si  l'on  retranche  la  même  quantité  des  autres  termes,  on  recon- 
naît immédiatement  que  l'ensemble  des  termes  positifs  repré- 
sente BAR,  et  les  autres  — ABR. 
Donc  enfin  , 

(I ,  J)  =  BAR  -  ABR  =  (BA  -  AB)  R. 
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Corollaires.  I.  L'opération  (BA  —  AB)  n'introduit  pas  de  déri- 
vées secondes,  mais  seulement  des  dérivées  premières  delà  fonc- 
tion sur  laquelle  on  opère. 

II.  Si  l'on  a  identiquement  (I,  J)  =  0,  ou  si  l'on  a  identique- 
ment Ba  —  A6=0j  on  a  aussi  : 

ABR  =  BAR, 

c'est-à-dire  que  l'on  peut  intervertir  les  opérations  A  et  B.  Si  l'on 

convient  d'écrire  A'R,  au  lieu  de  A  .  A'~^R,  on  en  conclut  qu'on 

peut  écrire  aussi 

A"'B»R  =  B"A'«R,  etc. 

Il  résulte  de  là  que,  si  R  est  une  solution  de  AR  =  0,  il  en  est  de 
même  de  B'^R.  Car  A  .  B'"R  =  B"' .  AR  =  B"0  =  0. 

Jacobi  a  donné  de  ce  corollaire  l'élégante  démonstration  que 
voici.  Soit  posé 


On  aura 


ou  encore 


dui      ,        dui 
o,  =  —  )    bi  =  — 
dt  ds 


dUi       dbi 
ds        dt 


dUi  du^     dOi  du^  dOi    du,n     dbi  dUt      dbi  du^  dbi    du,, 

dUi  ds       du^  ds  du,„  ds        dUi  dt       du^  dt  du,,,  dt 

c'est-à-dire,  successivement  : 

/     dOi  .    dai\        l     dbi  dbi  \       ,^ 

Btti  —  Abi  =  0. 

Remarquons  ensuite  qu'il  viendra  : 

dR  dR        dR   dM,  dR    du,,,      dR 

l=a, 1 a„,- —  =  -—- 1 H- =  — =AR, 

dw,  d«,„      du^  dt  du,,,  dt         dt 

dR 
J=  — =  BR. 

ds 


(  155  ) 
Par  conséquent  : 


dR  dR 

d —       d  — 

ds  dt 

BAR= = =  ABR. 

dl  ds 


59.  Théorème  fondamental  deJacobi.  Démonstration  de  Jacobi. 
Les  premiers  membres  des  e'quations  (s,  i)  sont  linéaires  par  rap- 
port aux  dérivées  de  l'une  des  fonctions  f  ou  -i.  En  appliquant  à 
ces  expressions  la  formule  principale  du  numéro  précédent ,  on 
arrive  au  théorème  fondamental  de  Jacobi.  Soient  m  =  2/j  et 

Posons 

AR  =  (M,R)=  U^ H H I, 

\<7j:,  djj,        Jp,  <ra?,/  V^a:„  d>„        j>„  ^x„f 

BR  =  (N,R)=    — _H...-H    __ —  ^. 

de  sorte  que,  pour  i  <  n  h-  I  , 

a,  =  ^;— 1     a,+.  =  — -->     6=-— r     6«+i  = -— . 

^Xi  àpi  dXi  Spi 

On  aura  : 

(SA  _AB)R=:2—    B^ A  — 1-2—    B-^-A—    . 

-ip   \      àX  Sx)  dX  \      Sp  Spj 

Mais  d'après  la  définition  des  signes  A  et  B  : 

BAR  =  (X.{M,R)),    ABR  =  (M,(X,R)), 

B— =  (N,-—K      A  — =    M,  — |, 
Sx        \      Sxl  Sx       \      Sx] 
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D'où,  en  tenant  compte  des  formules  (i),  (4,)  du  §  46, 
(N,(M,R))-(M,(N,  R)) 

On  tire  de  là,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  second 
membre,  au  moyen  de  la  formule  (1)  du  §  16  : 

(M,(><',R))-<-(N,(R,M))  +  (R,(M.i\))  =  0, 

ce  qui  est  le  théorème  fondamental  de  Jacobi. 

Corollaire.  Soient  M=a,  N  =  6  des  solutions  de  l'équation  : 

(R,z)  =  0, 

il  résultera  du  théorème  précédent  que  l'on  a  aussi,  pour  solution 
(M  ,  N)  =  c.  Car  l'équation  fondamentale  donnera  : 

(M ,  0)  -4-  (i\ ,  0)  -t-  (R ,  (M,  N))  =  0, 
ou 

(R,(M,N))=0. 

60.  Démonstration  de  Dotikin  (*).  «  Si  M,  N,  R  sont  des  fonc- 
tions quelconques  des  i2n  variables  Xj,  ... ,  x„,  p,,  ...  ,  p„,  on  a  : 

(M,(i\,R))H-(N,(R,M))-f-(R,(M,N))=0 (e) 

Si  l'on  développe  cette  expression,  il  est  évident  que  chacun  de 
ses  termes  se  compose  du  produit  d'une  dérivée  du  second  ordre 
de  l'une  des  fonctions  M,  N,  R  par  des  dérivées  du  premier  ordre 
de  chacune  des  deux  autres  fonctions. 


(*)  Nous  empruntons  cette  citalion  textuelle  de  Doskin  à  Imschenetsky, 
p.  145.  La  démonstration  de  celui-ci  repose  sur  l'emploi  de  la  formule  (6'") 
du  §  précédent  pour  exprimer  (M,(N,  R))  (N,  (R,  M)),  de  la  formule  (4i)  pour 
exprimer  (R,  (M,N)).  On  ajoute  les  résultats  trouvés,  et  on  permute  deux 
fois,  circulairement ,  dans  la  nouvelle  équation,  les  lettres  M ,  N,  R.  On  trouve 
le  théorème  de  Jacobi ,  en  ajoutant  les  trois  dernières  relations  obtenues. 


(  135  ) 

Considérons  les  termes  contenant  des  dérivées  du  second  ordre 
de  M;  ils  seront  de  l'une  des  formes 


iXiSpj  Sxj  Spi      SxfSXj  Spi  Spj      SpiSpj  Sxi  Sxj 

i  pouvant  être  égal  àj,  et  chacun  d'eux  proviendra  du  second  ou 
du  troisième  terme  de  l'équation  (e). 

En  examinant  maintenant  chacune  de  ces  formes,  il  est  aisé  de 
voir  que,  à  chaque  terme  provenant  du  second  terme  de  l'équa- 
tion (e),  en  correspond  un  serablahle,  mais  affecté  d'un  signe 
contraire,  provenant  du  troisième  terme  de  cette  équation;  et 
comme  la  chose  est  vraie  pour  les  termes  où  entrent  les  dérivées 
secondes  de  N  et  de  R,  il  s'ensuit  que  le  premier  membre  de 
l'équation  (e)  tout  entier  se  réduit  identiquement  à  zéro.  Donc  le 
théorème  est  démontré.  » 


$  18.  fa»*«t»e«  <f<v«f«e«  <fe«  condition»  d'inlégfabililé  «TMMe  é^têm- 
lioM  ut»a>  dét'iwée»  pttt'UvU^*  (*). 

61.  Première  forme  des  conditions  d'intégrabilité  (").  Soit 

H.  (x,,a'i,...,ar„,  p.,p„...,p„)  =  ai (H,) 

une  équation  aux  dérivées  partielles  à  intégrer,  Pt,pi, ... ,  p,  dési- 
gnant comme  plus  haut  les  dérivées  d'une  fonction  inconnue  z, 
par  rapport  à  aci,  Xj, ... ,  x,.  On  a  : 

dz  ■=  PidXi  -H  Pi'iXi  H h  pndx,, . 

Pour  trouver  une  intégrale  complète  de  l'équation  donnée,  il 

(*)  Hésuraé  de  Jacobi,  Nova  methodus ,  §§  2-17  el  50-52.  Ce  résumé  se 
trouve  également  dans  iNscucNCTSKr,  §§  10-11,  pp.  32-36;  §  13,  pp.  41-42; 
§  15,  pp.  43-48;  §  17,  pp.  53-62;  §§  20-22,  passim  ;  Graisdorge,  III, 
pp.  13-30;  IV,  pp.  30-35;  Vil ,  passim.  Nous  croyons  qu'il  vaut  mieux  réunir 
tous  les  théorèmes  du  même  genre,  comme  nous  l'avons  fait  ici.  que  d'eu 
mêler  quelques-uns  à  la  méthode  d'intégration  elle-même. 

(•*)  Jacobi,  Nova  melh.,  §  2.  Nous  ajoutons  la  forme  {!'). 
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suffira  d'avoir,  outre  cette  équation,  (n —  1)  autres  relations  do 
même  forme,  contenant  chacune  une  constante  arbitraire 

Hj(d?i,...,a;„,/),,...,p„)  =  aj (H^) 

Hs(iCi,...,a;„,pi,...  ,p„)  =  a3 (H-) 

H„(a;,,...,a;„,p,,...,p„)=fl!„, (H„) 

pourvu  que  les  valeurs  de  pi,pi,  .-.,/?„,  déduites  de  ces  équa- 
tions (H) , 

p,  =  7r^(x,,Xi,...,x„,a,,a^,...,an), K) 

Pj  =  irj(a;j,a;j,...  ,a;„,  a,,aj,...  ,a„), (t^) 

Pn=^n{Xi,Xi,...,Xn,ai,ai,...,an), (T„) 

rendentrfz  intégrable.  En  effet,  s'il  en  est  ainsi,  on  pourra  trouver, 
par  une  simple  quadrature,  une  expression  pourz,  contenant, 
outre  les  [n  —  1)  constantes  arbitraires  a^,  03,...,  a„_,,  une  w'*"' 
constante  arbitraire  provenant  de  l'intégration  de  dz.  L'expression 
de  z  satisfera  non-seulement  à  l'équation  donnée,  mais  à  tout  le 
système  H. 

Les  conditions  d'intégrabilité  de  dz,  sont,  comme  on  le  sait, 

Sxk       SXi  SXk        Sxi 

i  et  k  recevant  les  valeurs  1 ,  2,  5 , ... ,  w.  On  remarquera  que  ces 
conditions  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

(p. —'T.-,  Pi  — Ta)  =  0 (1') 

62.    Seconde  forme  des  conditions   d'intégrabilité  (*).   On 
obtient  cette  seconde  forme  en  remarquant  que  l'on  a 

[H,-,H,.]  =  (a.-,  aA)  =  0, 


(*)  Jacobi,  Nova  meth.,  §§  14-16.  La  relation  qui  conduit  au  théorème 
direct  étant  résolue  par  rapport  à  j-^  —  -1^—  conduit  au  théorème  réciproque. 
C'est  ainsi  que  fait  Jacobi  dans  le  §  16,  résumé  par  Graindorge,  IV,  pp.  30-33. 
Nous  avons  suivi  Jacobi  pour  la  démonstration  du  théorème  direct,  comme 
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et  développant  la  première  expression  au  moyen  de  la  formule  (6') 

du  §  16,  où  l'on  fait 

a,  =  T,,    p  =  H,,    v'=Ht, 
Il  vient  ainsi  : 

D'après  les  conditions  fl),  le  second  terme  du  second  nombre  est 

nul.  Donc 

(H.,  Hi)  =  0 (H) 

Réciproquement  les  conditions  (//)  entraînent  les  relations  (/). 
On  a,  en  effet,  identiquement  : 

p,  =  T,  (a;i,...,a;„,  H,,...,H„), 
Pt  =  Ti{x^,...,x„,  H,,...,H„). 

Imschenetsky,  §  h  ,  p.  33,  et  nous  avons  simpliGé  la  démonstration  donnée 
par  ce  dernier,  n°  40,  p.  55  pour  le  théorème  inverse.  Dans  le  §  14  de  la  Nova 
methodus,  Jacobi  donne  une  autre  démonstration  des  formules  (il),  en  se 
basant  sur  les  formules  (IV)  données  plus  bas.  Soient 

Pi  =  'fi(*ii  ■■•,^n,ai,a^,p.,...,p„),pi=:i'i(Xi,...,x„,ai,a^,p.,...,pn). 

Les  relations 

Hl(a:i,  ... ,  Xn  ,  *i ,  f  J.P5  .  •••  .PJ  =  "l .  «i  {*l,  •••  ,  «n.'^l .  'fi  ,Pi  ,  ■■■■,Vn)  =  «•*  , 

seront  des  identités.  On  lire  de  là,  pour  H  =  Hj  ou  H  =  H,. 

«iX  Olf/j    CX  O'ij    OX 

ou 

oH  _  5H_  o[pi  —  ^i)       _£H_  5  [Pi  —  -^t) 

Sx       ôpi         èx  Spi         Sx 

puisque  p,,  p,  ne  contiennent  pas  x  explicitement.  On  a  de  même , 
oH  ^  èH_  ô'Pi  —  «Pi)        gH    S{pî—-^f) 
Sp       Spi         op  Sp,         cp 

même  pour  p  ^  p,  ou  p  =  2.  Il  résulte  immédiatement  de  ces  formules 

ce  qui  donne  l'équation  (II),  quand  l'équation  (IV)  existe.  Cette  démonstra- 
tion nous  semble  peu  naturelle,  parce  que  les  théorèmes  (III)  et  (IV)  sont  plus 
compliqués  que  II,  ou  au  moins  conduisent  à  des  équations  moins  symétri- 
ques. Il  vaut  mieux  démontrer  ces  théorèmes  II  et  IV,  indépendamment  les 
uns  des  autres. 
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Donc,  d'aj)rès  la  formule  (8")  du  §  16 , 

Le  premier  terme  du  second  membre  est  nul  à  cause  des  équa- 
tions (2);  le  second  est  nul  parce  que  tt;  et  tt^.  ne  contiennent  pas 
les  /)  explicitement.  Donc  la  relation  précédente  se  réduit  à 

c'est-à-dire,  à  la  condition  (I). 

On  arrive  au  même  résultat,  mais  plus  péniblement ,  au  moyen 
de  la  formule  (6  )  du  §  !(>  (*). 

63.  Troisième  forme  des  conditions  d'intégrabiiité  (**).  Sup- 
posons que  l'on  déduise  des  relations  (H)  ou  (:t),  les  expressions 
suivantes  des  p  : 

Pi  =  fi{Xi,-..,x„,a,,p^,p^,...,p„). (?,) 

Pi=9Axi,-.-,x„,a,,a^,p^,...,Pn), (f^) 

Pn—?n(Xi,...,x„.ai,a^.a,,...,a„)  —  7r,,.    .    .    .  (?„) 

de  sorte  que  chaque  p  est  fonction  des  2«  lettres  qui  le  suivent 
dans  la  série 

On  îiura  identiquement  : 

pi=^fi{Xy,...,x,„  Hi,...,H,,  pi^u  P,+ï,  •••,?«), 

Pk=fk(x^,...,X,„)^^,...,  Hi,pt..|.i,Pi-H2,  ...  ,p„). 

{*)   Imschenetsky,  n»  40,  pp.  55-57. 

(**)  Jacobi,  Nova-methodus,  §§  3,4,5,  ihéorème  direct;  §  6,  énoncé  gé- 
néral; §§  7  et  8,  théorème  inverse,  résumé  par  Graindorge,  n"  24-26, 
pp.  20-25.  Imschenetsky  donne  le  théorème  direct,  sous  une  forme  un  peu 
différente  de  celle  de  Jacobi,  n"  41 ,  pp.  37-60  ;  il  évite  !a  longue  démonstra- 
tion du  théorème  inverse,  comme  on  le  verra  à  propos  des  théorèmes  (VI), 
(VU)  et  (VllI),  en  note.  Jacobi,  Nova  methodus,  §§  9,  10,  11  s'occupe  de  la 
marche  générale  de  l'intégration. 
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Donc,  d'après  la  formule  (8")  du  §  16,  rappelée  plus  haut  : 

£-S='--' ""' 

ou  encore ,  comme  il  est  facile  de  le  voir, 

(Pi~ri.pk-ri)  =  0. (lin 

La  réciproque  est  vraie,  c'est-à-dire  que  les  équations  (III)  ont 
pour  conséquence  les  équations  (I)  ou  (II).  Pour  le  montrer,  re- 
marquons que  l'on  a  identiquement. 

pn -i  =  f»-i  (x,,  X, , . . . , ar„,  a,,  Oj,  Oj, . .. , a,_i,  t„)  =  s-,_i . 
Pn=?n^x^,Xt,...,x„,a^,at,a.,  ...,an-t,a„)=^T„. 

Nous  allons  montrer  au  moyen  de  ces  formules,  par  un  calcul  de 
proche  en  proche  :  1  °  que  l'on  a  : 

^X„        SXi 

T  que 

SXk         SXi 

Pour  démontrer  le  premier  point,  nous  remarquerons  que  l'on  a  : 

i      Stt,,      dfi      Sf„      ifi      ?f„      I  Sfi    ''^i+i  ^fi  <?: 

„       SXj        dXn       ^Xi        Sx„       SXi        \^^i+i    Sx„  S:r„  ii 


Supposons  que  les  relations  (I)  soient  démontrées  pour  l'indice  ;<, 
et  les  indices  plus  grands  que  i ,  on  pourra  remplacer 

Sx„        Jx„  Sx„ 

par 

iXi^l      SXi+i  Sx„ 
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ou  encore  par 


^fn  ^fn  S?n 


puisque  est  7i:„  est  identique  à  ,?„,  On  aura  donc,  au  lieu  de  la 
dernière  égalité , 

SXn       ■SXi~  SXn         SXi'^^'^"''^''' 

c'est-à-dire,  d'après  (III), 

Sri       St„ 

SXn  SXi 

Ainsi,  la  relation  (I)  subsiste  pour  l'indice  n  et  l'indice  i,  si  elle 
subsiste  pour  l'indice  n,  et  les  indices  supérieurs  à  {.  Or,  elle  est 
évidente  pour  les  indices  n  et  w,  donc  aussi,  de  proche  en  proche, 
pour  les  indices  net(w  —  1),  net  (n  — 2),  w  et  (n  —  3),...,  net  1. 

Supposons  maintenant,  pour  démontrer  le  second  point,  que 
la  formule  (I)  subsiste  pour  les  indices 

A;  et  î  -4-  1 ,     /c  et  i  -H  2 , . . . ,  A;  et  n , 
A  +  1  et  i,    A-h2  et  !,...,n  et  î, 

je  dis  qu'elle  subsiste  aussi  pour  i  et  A:,  et,  par  suite,  qu'elle  est 
généralement  vraie.  En  effet,  on  a 


STTi          'J^t           dfi 

dft 

_Sfi__ 

^fk       ^iSfi  Sr 

Sfk  Sr 

■               ,                              ,       — —      — 

—  —      ,  ' 

,        ____ 

Sxk      Sxi       dXk 

dxi 

Sxk 

Sxi    •  ■"  (  Sr  Sxk 

Sx   Sxi 

la  somme  s'étendantà  toutes  les  dérivées  de  y,  et  de  y^t,  ce  qui  n'a 
pas  d'inconvénient  puisque  les  dérivées  de  y,  par  rapport  au  t 
d'indice  non  supérieur  à  i,  et  de  celles  de  y^,  par  rapport  aux  t 
d'indice  non  supérieur  à  k  sont  nulles.  D'après  l'hypothèse,  on 
pourra  remplacer 

StT  StTic  StT  STTi 

par  - — !     --—  par  - — 

ôXk  Sx         Sxi         Sx 

D'ailleurs,  d'après  (III),  le  premier  terme  du  second  membre 

^  _  i!i  _  _  T  (^ '^  _^J!i  f^ 

SXk       S  Xi  \Sp  Sx        Sp    Sx 
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Donc, 


c'est-à-dire  ; 


Sxk      Sx 


k  ^y\SfiH^k—?k)      ^?kS{7ri-f,))^ 
7i         \sp        Sx  Sp        Sx      S 


S(ri- 

fi)  s(xi-n)\ 

Sx 

Sx 

S{- 

?.) 

n-?k) 

Sp 

1 

Sp 

On  peut  sans  inconvénient,  dans  la  dernière  ligne,  mettre 
(tj  —  »,),  (îTi —  Çi)  au  lieu  de  (—  ?,),  (—  y*)  puisque  t.,  t^  ne  con- 
tiennent pas  p.  Donc 

St,       Stti. 

On  peut  transformer  le  second  membre  de  cette  équation  d'une 
manière  remarquable.  On  a,  en  effet,  successivement,  en  dési- 
gnant par  s',,  f'j, ... ,  f'„  les  valeurs  de  y  données  plus  haut  et 
égales  aux  tt,  et  reprenant  l'avant-dernière  expression  de  ce 
second  membre  : 

df'i      Sfi     df'k       Sfi 


{^i  —  fi,^k  —  fk)  =  —2 


dx       Sx      dx        Sx 
^  SjFk^ 

Sp  '         Sp 


Sfi       SfTj+i 

Jjr,-^,     Sx 


Sf'i  St„       Sfi    Sft+i 


iïi 

Sp 


li'lk' 


SXn    Sx        Ja'i-H       Sx 

Sfk 
Sp 

^f'i'  Sf't'  iSTi>      SfTk- 


St  Sx 


SfTi-  Srk>  iSxf      Sxi' 


i'  devant  avoir  les  valeurs  (î  -4-  i),  (t  -+-  2) , ... ,  w,  ^'  les  valeurs 
(A:  -f-  i),  (A  -t-  2), ...  ,n.  Pour  ces  valeurs,  on  a,  par  hypothèse. 


Sxif      SXi 
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Donc  enfin 

(T,—  if,-,  Ti  —  Pa)  =  0 ,     (111") 

et 

Sxk       Sxi 
pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k. 

6J.  Quatrième  forme  des  conditions  dHntégrahilité  (*).  Si  l'on 
substitue  dans  les  (»«  —  \)  premières  équations  »,  la  valeur  de/î„, 
déduite  de  la  m'*^,  puis  la  nouvelle  valeur  de  p„_i  dans  les  (m — 2) 
premières  et  ainsi  de  suite,  on  arrivera  à  m  relations  de  la  forme  : 

Pi='^i(Xi,    ..,x„,ai,...,a,„,p,n+,,...,p„),    ....   (^,) 


P„,=  ']'m{Xt,...  ,X„,ay,...,a,„,Pm+l,...,Pn)  =  ?m    ■     ■     (-^î) 

C)  Jacobi  ,  Nova  melh  ,  §  15,  donne  le  théorème  direct  comme  nous  l'indi- 
quons dans  le  texte,  la  forme  seule  des  formules  étant  différente;  Grai.ndorge 
a  résumé  celte  démonstration ,  n  27,  pp.  25-29,  Lmscheketsky,  n°  -42,  pp  60-62. 
Ni  l'un  ni  l'aulre  ne  s'occupent  du  théorème  inverse.  Jacobi,  Nova  meth., 
§  12,  donne  en  outre  la  remarquable  démonstration  suivante  du  théorème  et 
de  sa  réciproque;  elle  est  déduite  du  théorème  (V)  donné  dans  le  numéro  sui- 
vant, en  faisant  (m  -H  1  )  =  A:.  Posons  : 

p,=if),-(x„....a;„,o,,...,oA_j,p*,pi+i,...,  p»)  =  Xi  (xj,...,  x„,  a,,...,ax_i,  ?/.,pA-t:i,..  ,p»), 
jJt=t*(aci,  •••,acM.  a,...  ,ai_|,ai,;)A+i,...,p«)  =  ?i  (x„...,a;n,  Oj,..  ,ak,f>k+\. ...  ,p,i]. 

On  aura  ^  (P''  —  %<)  _  °  (P»  —  't^»')   ,  f^  ^  fpt  —  ?*) 

OX  ~  èx  ëpi:  Sx 


D'où 


"  Pi  —  %■)  _  ^  (Pi  —  '^i)        ^  0  (PA-  —  yi)  ^ 
op  op  opil  op 

(Pi  —  Xi,  Pk  -  ?A)  =  {pi  —  ■i'i,  pk  -  ?*)  -+---  (P*  -   'fk,Pk  —  ?X)  , 


c'esl-à-dire  simplement: 

Pi  -  %i>PA  — ?«)  =  "•  ■ [X'S'") 

Jacobi  l'ait  Irès-bien  remarquer  que  p,-  et  pk  peuvent  représenter  deux  p 
quelconques,  parce  que  dans  les  formules  (V),  on  peut  remplacer  [m  -*-  1)  par 
un  indice  quelconque.  Le  théorème  que  nous  démontrons  ici  en  note  est  donc 
plus  général  que  les  théorèmes  (III),  (IV),  (V).  Jacobi  ne  démontre  pas  la 
réciproque  de  (IV),  mais  (IV")  entraîne  (V)  qui  a  pour  conséquence  (111)  et  par 
suite  (II)  et  (I). 


•(    I4Ô  ) 

On  démontre,  absolument  comme  au  numéro  précédent,  que  les 
équations  (I)  (II)  entraînent  les  suivantes  et  réciproquement  : 

-; ^^  =  (-^.. -fi), (") 

éXt        oXi 

(Pi-'t'i,pt-'i't)  =  0, (ivo 

(^.-4'., 'r*-*i)  =  0; (IV") 

i  et  A-  sont  supposés  tout  au  plus  égalix  à  m. 

65.  Cinquième  forme  des  conditions  d'intégrabilité  (*).  Con- 
sidérons les  conditions  d  intégrabilité  sous  la  forme  (III),  pour 
les  indices  i ,  2,  ...  m  et  (m  -+-  1  j  : 

(Pi  —  P. ,  P-+1  -  fm+i)  =  0    ou        «t»,  =  0, 
(P«— ?î.P«+i -?«+«)  =  0    ou       «l>j=0. 

(p»-i -I  ?»-i,p»+i  —  ?«+i)  =0    ou     <t>«_i  =  0, 
IPm  —  ?» ,  P-+I  -  ?»+«)  =  0    ou       *™  =  0, 

et  voyons,  ce  qu'elles  deviennent  quand  on  y  introduit  les  fonc- 
tions '!>i,i'i, ... ,  ii„,  à  la  place  de  ?i,  ?»,  —,?«}  par  les  substitutions 
indiquées  au  commencement  du  n°  précédent.  Je  dis  qu'elles 
se  transforment  dans  les  suivantes  : 

(Pi— 'r'i,P»+^  —  F-H-i)  =  0    ou       '«,=0, 

(p.  —  'i'f  P-H-i  —  f-+i)  =  0    ou        H j  =  0. 

(V) 

{Pm-l  —  ^—1,  P-4-1  —  rm+l)  =  0      ou      H«_,  =  0, 
(P«  —  rm  ,     P-M-1  -  P»+i)  =  W     ou         H^  =  0. 

La  chose  est  évidente  pour  la  dernière  puisque  ■{/„  =  ■^,„.  Pour 
déduire  y._,  =  0  de  4>._i  =0.  remarquons  que  l'on  a  : 

-«-1  =  P»-i  (iCi,a;j,  ...,  j„,  a, .  flj.   ...a«_i,  i^,  p«+i,   ..,  pj- 

f)  Jacobi,  Kova  methodus,  §§  9-1 1 ,  Ihsche.netskt,  n"  71,  pp.  95-94  ;  Grain- 
DORGE,  n»  27,  pp.  25-29. 


(  144  ) 
Par  conséquent  : 


Sx  Sx  S<p„^  Sx 

ou 

S{pm-i  —  <Pm~^)  _  S  (Pm-1  —  ?m-i)  S  {p„-i  —  f„-t)   Sf„, 

Sx  Sx  Spn  Sx 

On  a  aussi,  pour  tous  les  p,  p„_i  et  p„  non  exceptés  : 

J(Pm-t  —  <i>m-l)  _  S{p„^i—  jg^-i)  S  {pm-i  —  f„-i)   Sf,„ 

Sp  Sp  Sp,„  Sp 

11  résulte  de  là  que 

(Pm-l  —  Im-l,  Pm4-1  —  Fm-i-l) 
=  (p»_l  -  5»m-j,  pm+l  —  Pm+l)  H r (?>„,  pm+l  —  fm+j) 

ou  plus  simplement  : 

^„_1  =  <i>„_i  -♦-  — *„. 

On  démontre  de  la  même  manière  que  : 

Sf>m-i  Sfm-t 

<?p„,_,  <?p^ 

.  ''S'm-S   .  Sf„^z  ^  Sf„^i 

dpm_2  àpm-l  àp„ 


<^Pï  rf/>3  àp„ 

Ces  relations  entre  les  W  et  les  $  prouvent  que  les  équations  (V) 
sont  une  conséquence  des  équations  (III)  correspondantes  et  réci- 
proquement. 


(  Uo  ) 

66.  Sixième,  septième  et  huitième  forme  des  conditions 
d'intégrahilitè  (*).  Les  équations  ^  peuvent  être  supposées  mises 
sous  la  forme  suivante  : 

/•,  (a:,,...,a:„,p,,Pï,P3,...,p„)  =  H,  =  a, (/;) 

/;  (a:,,...,rr„,a,,p,,p3,...,p„)  =  aj, (/•,) 

/•,(a;,,...,a-„,a,,a,,p3,...,p„)=a3, (/•,) 

/■„(a;,,...,a;„,a,,Oj,.,.  ,a»_i,p„)  =  a„ ■   ■  (fn) 

En  remplaçant  Pi  par  sa  valeur  Çi(xi,  ...;a:„,  a,,...,  a^,  pi^<,  ...,p„) 
dîins  fi,  on  aura  l'identité 

fk(Xi,...,x„,a^,...,ak,fk,Pk+\,  ...p„)  =  at. 
On  en  déduit,  en  dérivant  par  rapport  à  l'un  des  x  ou  des  />, 

^__^^_^  ^(Pi  — Pi) 
(J'a;  <?Pi  Ja;       Jpi  d'à; 

Jp  ^Pi  (}>       ^pi  ^p 

(*)  Jacobi,  Nova  methodus,  §§  30-32.  Jacobi  ajoute  celte  remarque:  Si 
l'on  remplace  dans  {fi,  ft),  Op  par /j,  soit  dans  l'une,  soit  dans  l'autre,  p  étant 
plus  petit  que  le  plus  grand  des  nombres  «  et  k,  on  aura ,  en  appelant  fi'  et  ft' 
les  nouvelles  fonctions,  d'après  la  formule  (6)  du  §  16, 

On  conclut  de  là  que  le  théorème  VIII  reste  vrai  quand  on  remplace  une 
constante  Op  par  sa  valeur  fp,  par  la  méthode  de  proche  en  proche;  d'où 
en  éliminant  ainsi  successivement  toutes  les  constantes,  on  retombe  sur 
(Hi,  Hi)  =  0.  Imschenetsky  donne  les  théorèmes  directs,  n"  75,  pp.  95-96; 
n"  84,  pp.  111-112;  la  réciproque,  en  substituant  Hpà  ap.noSo,  pp.  1 12-1 15; 
il  indique  la  démonstration  de  Jacobi,  n'Sô,  p.  115.  Grai>dorge  donne 
le  théorème  (VI)  ou  (VII),  n"  o2 ,  pp.  35-55,  et  ne  s'occupe  pas  du  théorème 
réciproque. 

Il 


(  U6  ) 

Sous  la  seconde  forme,  la  dernière  formule  subsiste  même  pour 
p=Pi.  On  a,  d'après  ces  relations  : 

(p.-  —  ?i  Jk)  =  j-{Pi  —  ?i,Pk-fk), 

àpk 

(P«  —  ^i,  Ah-i)  =  ■; ( p.  —  "P.- ,  Pm+I  —  Fm+l)  , 

opm+l 

SU    Sfk 
(/■mA)  =  7-  J-(P.-?'.,P*-F*)• 
£'Pi   àph 

Donc,  d'après  les  formules  (III)  et  (V) 

(p,-jp,,A)  =  0, (VI) 

(p.-^i.A)  =  o, (VII) 

(A,A)  =  o (VIII) 

II  est  clair  que,  réciproquement,  les  équations  (VI),  (VII),  (VIII) 
entraînent  (III)  et  (V)  et  par  suite  (I). 

Remarque.  Nous  avons  ainsi  quatre  systèmes  de  conditions 
d'intégrabilité  :  1°  Le  système  primitif  (I);  2"  le  système  (II);  3°  le 
système  (III)  ou  les  équivalents  (VI)  et  (VIII);  4°  un  système 
composé  des  équations  (IV),  des  équations  (V)  ou  (VII),  puis  des 
équations  (III)  nécessaires  pour  avoir  autant  de  conditions  que 
dans  le  système  (I).  Toutes  ces  conditions  d'intégrabilité  ont  une 
forme  éminemment  simple  que  l'on  peut  représenter  par 

(M,,N)  =  0. 

M,  N  étant  deux  des  fonctions  tt,  ou  H,  ou  f ,  ou  i/-,  ou  i/"  et  î>, 
ou  5>  et  f\  ou  if  et  /",  ou  f. 


(  H?  ) 


CHAPITRE  II. 

INTÉGRATION  D'UNE  ÉQUATION  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 
DU  PREMIER  ORDRE. 


§  19.   Méthode    <fe    Jacohi    quand    tea    équation»    cherchée» 
»ont  fétolue»  pat'  rapport  auas  cotttlaitle»  (*). 

67.  Idée  générale  de  la  marche  à  suivre  dans  l'intégration 
des  systèmes  (II).   L'intégration   d'une   équation   aux   dérivées 

partielles 

H,  (a?,,. ..,a;„,pi,p,,.. .,/)„)  =  a,, 

revient,  comme  on  l'a  dit  plus  haut,  à  trouver  («  —  \)  relations 

semblables  : 

Hj  =  aj,     Hj  =  Oj, ...,  H„  =  a„, 

d'où  l'on  puisse  tirer  des  valeurs  de  pi,  Pî,  ... ,  p„,  telles  que 
dz  =  ptdxi  -t-  •••  -4-  p„dx„  soit  immédiatement  intégrable.  Pour 
cela  il  suffit  de  trouver  les  intégrables  des  équations  (II)  du  §  18, 
que  nous  écrirons  comme  suit  : 

(H„H.)  =  0, (I) 

(H„HJ=0,      (H3,H,)  =  0, (i) 

(H„H.)=0,       (H„H,)  =  0,      (H,,H3)  =  0, (ô) 

(H,_,,HJ=0,  (H,_,,H,)  =  0,...,(H»_,,H,_î)  =  0,.    .  («--2) 
(H„,H.)  =  0,      {H„,H,)  =  0,...,      (H„,H,_,)  =  0   .    .  (u-l) 

(•).I1  suffirait  peut-être,  dans  l'exposition  de  la  méthode  de  Jacobi,  de  se 
borner  à  ce  qui  est  donné  dans  le  paragraphe  suivant,  comme  a  fait  Jacobi 
lui-même.  Mais  au  point  de  vue  didactique,  il  vaut  mieux  faire  connaître 
d'abord  la  méthode  du  grand  géomètre  sous  une  forme  plus  symétrique,  el 
qui  peut  d'ailleurs  être  utile  en  pratique,  quand  on  ne  sait  pas  résoudre  les 
équations  (H).  Comparez  à  ce  paragraphe,  Imschemetsky,  §  18,  pp.  65-72,  à 
qui  il  est  emprunté  presque  en  entier,  et  Ghal^ioorge,  VI,  pp.  42-bO. 


(  148  ) 

11  est  clair  qu'une  solution  H^^Oj  du  système  (1)  satisfait  au 
système  (2)  d'après  la  définition  de  celui-ci ,  puisque  la  fonction  Hj, 
entre  précisément  dans  l'équation  {%).  Donc,  après  avoir  trouvé 
Hj,  il  faudra  trouver  une  autre  solution  H3=  Oj  du  système  (2). 
A  cause  de  la  définition  de  l'équation  (ôs),  H^  et  Hj  satisfont  au 
système  (3);  il  faudra  en  chercher  une  autre  solution  H^,  afin  de 
pouvoir  former  l'équation  (44)  (Hj,  H4)  =  0,  et  ainsi  de  suite. 

En  résumé,  chaque  système  {i)  est  identique  au  suivant,  sauf 
qu'il  contient  en  moins  une  équation  (Hi+2,  H,+.,)  =  0,  où  H,^.i  est 
la  fonction  qui  satisfait  à  toutes  les  équations  (^);  il  faut  trouver 
une  nouvelle  solution  du  système  {i)  qui  satisfasse,  en  outre,  à 

6§.  Intégration  de  V équation {\) et  du  système{''2).  L'équation (1) 
est  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  de  Hj,  considéré  comme 
fonction  des  p  et  des  x  : 

Pour  trouver  l'intégrale  Hi=  a^,  il  suffipa  de  connaître  une  solu- 
tion de  système  correspondant  (n"  32),  à  (2«  —  \)  variahles  dé- 
pendantes, ou  d'ordre  (2w  —  1)  : 


dx^         dx^  dXn        —  dpi       —  dp^  —  dp„ 

J'p,  Jpj  Jp„  ^Xi  Sx^  SXn 


(«) 


Une  fois  H2  trouvé,  on  pourra  former  le  système  (2) 

(H,,H,)  =  0,     (H3,H,)=:0 (2) 

Pour  en  trouver  une  intégrale  H3,  on  cherchera  d'abord  une 
solution  e,  autre  que  H2,  de  (2i)ou  (1),  c'est-à-dire,  une  nouvelle 
solution  du  système  auxiliaire  dont  nous  venons  de  parler,  de 
sorte  que  l'on  aura 

(9oH,)  =  0 (!') 


(  ^49  ) 
(^ela  fait,  on  calculera  les  expressions  suivantes  : 

e,=(e,,H,),    e3  =  (o,,H,),    e,  =  (e,,  h,^,  ..., 

c'est-à-dire  que  l'on  vérifiera  si  6,,  Oj,  e,,  ne  sont  pas  des  solutions 
de  (2,).  Je  dis  maintenant  que  l'on  aura  les  cinq  propositions 
suivantes  : 

I.  Les  fonctions  ôj,  ôj,  5,,  etc.,  satisfont  toutes  à  l'équation  (2,)) 
c'est-à-dire  que 

(0„H.)  =  O,     (03,H,)  =  0,     (e,,HJ  =  0,... 

En  effet,  d'après  le  théorème  fondamental  de  Jacobi  : 

(H„e,)  =  (H.,(e.,H,))  =  -(e„(H.,H,))-(H„(H.,e,)). 

Le  second  membre  de  cette  égalité  d'après  (1)  et  (!')  se  réduit  à 

-{«.,0)-(H„0), 

qui  est  nul.  La  même  démonstration  se  fait  pour  O3,  6^,  etc. 

IL  Toute  fonction  0  (H,>  Hj,  6„  9j,...,  9^)  des  solutions  anté- 
rieures de  {\)  ou  de  (2i)  est  une  solution  de  cette  équation.  On 
aura ,  en  effet  : 

/ÎA  /îft  /îft  <yô 

fe,H,)  =  (H..H,)  — -4-(H„H,)  — -|.(6.,H,)— +       -♦-(0„H,)— ' 

équation  qui  se  réduit  à 

(e,  H,)  =  0. 

IIL  En  cherchant,  par  le  procédé  indiqué  plus  haut,  des  solu- 
tions Hj,  0,,  62,  63,  ...,de  l'équation  (1),  on  arrivera,  à  la  fin,  à 
une  solution 

o,+,  =  (e,,H,), 

qui  sera  une  fonction  8  des  précédentes ,  et  il  en  sera  de  même  de 
toutes  les  suivantes.  Les  équations  (a),  en  effet,  ne  peuvent  avoir 


(  150  ) 

que  {'2n  —  i)  solutions  distinctes;  donc  la  suite  H^,  ôj,  B^, ...,  con- 
tient au  plus  (2«  —  i)  fonctions,  et  l'on  a 

e.+,  =  0(H„H„e„9,,...,e,), 

pour  i  =  (2n  —  2),  ou  {  <  (2/i  —  2).  La  formule 

O,.^2  =  (0,H,)=(H.,H,)^  +  (H„H,)^-t-(6,,H,)^+...-+-(0,,H,)^ 

prouve  d'ailleurs  que  la  fonction  suivante  s'exprime  de  même,  et 
cette  conclusion  s'applique  à  Sj  +  j,  0,^.4,  etc. 

IV.  On  peut  déterminer  une  fonction  des  solutions  H,,  H^, 
e,, ... ,  0,,  de  (2i)  qui  satisfasse  en  même  temps  à  (22).  Soit  0  cette 
fonction,  on  posera  (9,  Hj)  ^  0,  ou 

(eoH.)--^(e„H,)_-^...  +  (e,H,)-  =  o, 

ou  encore, 

^■9         ^0                  ^e  ^9 

e, h  9, 1 h  9, h  9,4..  —  =  0, 

*<5'9,         '<J9,  '^9,-_,         '^'  ^9.- 

dont  l'intégration   dépend  de  la  recherche  d'une  intégrale  du 

système 

ddi (/9g  _      d&i-i ddi  ... 

6j  %  9,-  9,+j 

Ce  système  devient,  en  introduisant  une  variable  auxiliaire  t  dont 
la  différentielle  dt  est  égale  à  chacun  des  rapports  précédents  : 

dO.  dô^  dOi 

^  =  9„     -^  =  0„...,-=e(a„«„9..9„....9..). 

On  en  tire  l'équation  : 

d%      ^1  de,    d%  rf'-'9A 

dt'  \  '     "   '    dt     dt'  dl'-^  I 

Si  l'on  connaît  une  intégrale  première  de  celle-ci  : 

/  d9.    d%  d*-%\ 

M  '     ""   "  dt     dt^  dt*-'  '         *' 


(  iSI  ) 

on  pourra  écrire  cette  intégrale  sous  la  forme  : 
H3(Hj,H,,6„...,e..)=fl„ 

et  ce  sera  la  solution  cherchée. 

Remarques  I.  L'intégration  de  l'équation  (1)  exige  la  recherche 
d'une  solution  du  système  (a),  d'ordre  (2w — i);  l'intégration  de  (à), 
la  recherche  d'une  solution  autre  du  système  (a),  d'ordre  (2w  —  i), 
et  d'un  autre  d'ordre  {i  —  i),  c'est-à-dire  d'ordre  (2n  —  3),  au  plus, 
ou  d'ordre  (2»  —2),  si  l'on  introduit  une  variable  t  auxiliaire. 

II.  Les  solutions  ôj,  ôj,  e,,... ,  de  (2i)  donnent  aussi  autant  de 
solutions  du  système  (a),  sauf  si  elles  rentrent  les  unes  dans  les 
autres.  C'est  dans  cette  remarque  que  consiste  le  théorème  de 
Poisson.  Bertrand  a  remarqué  que  ce  théorème  est  souvent  illu- 
soire, quand  on  veut  l'appliquer  à  la  recherche  de  nouvelle  solu- 
tion d'équations  de  la  forme  (o).  Cela  arrive  si  ôj,  ôj,  ....  sont 
identiquement  nuls.  Mais,  quand  il  s'agit  de  l'intégration  des 
équations  aux  dérivées  partielles,  c'est  là  précisément  le  cas  le 
plus  favorable  (voir  Wli,  1°).  C'est  là  ce  qui  rend  1  étude  des 
systèmes  canoniques  de  la  forme  (a)  plus  difficile  que  celle 
des  équations  aux  dérivées  partielles  correspondantes. 

69.  Intégration  du  système  (3)  et  des  autres  systèmes.  On 
cherche  une  seconde  intégrale  fli  du  système  (2)  ou  de  {S,),  (3,). 
On  forme  les  expressions  suivantes  : 

»,  =  («., H,),     03  =  (9,.H,),     9,  =  (9,.H,'),..., 

c'est-à-dire  que  l'on  vérifie  si  9, ,  Qj,  9j,  ...,  ne  sont  pas  des  solu- 
tions de  (Sj).  Ces  fonctions  e^,  Qj,  64, ...  seront  des  solutions  com- 
munes de  (3|),  (Sg).  En  effet,  ou  aura  pour  la  fonction  6,,  par 
exemple  : 

(H,,e,)  =  (H.,(0,,H,))=-(0.,(H„H,))-(H„(H.,fl.)), 
(H. ,  6,)  =  (H, ,  (G, ,  H,))  =  -  (9. ,  (Hs ,  H,))  -  (H„  (H„  9,)). 

Les  seconds  membres  de  ces  relations  sont  nuls ,  en  vertu  des 
équations  (2),  ou  des  équations  : 

(H„9,)  =  o,   (H„9,)  =  n. (r) 

qui  expriment  que  9|  est  une  solution  de  (2). 


(  152  ) 

La  suite  6^,  e^, ...,  dans  le  cas  actuel  comprendra  au  plus  (2n — 4) 
fonctions  distinctes,  parce  que,  d'après  le  numéro  précédent,  à 
cause  du  système  (6),  qui  ne  peut  avoir  au  plus  que(2n  —  3) 
solutions  distinctes,  il  ne  peut  y  avoir  non  plus  que  (2«  —  3)  solu- 
tions distinctes  Hj,  6, ,  ô^,  ... ,  de  (2). 

On  trouvera,  comme  dans  le  numéro  précédent,  qu'il  suffit  de 
connaître  une  solution  de  l'équation  : 

ou 

je  j-e 


ou,  enfin,  du  système 


(à') 


9,  +  ,  étant  une  fonction  de  H,,  Hj,  Hj,  ôj,  e^,  63,  ...,  6;,  pour  con- 
naître la  solution  cherchée  Hi=a4  du  système  (4). 
Et  ainsi  de  suite  pour  les  systèmes  successifs. 

70.  Remarques  I.  Le  système  (5)  exige  d'abord ,  pour  trouver 
«1,  comme  dans  le  cas  précédent  que  l'on  trouve  une  solution  du 
système  (a)  d'ordre  {2w  —  i),  et  une  solution  du  système  (6)  au 
plus  d'ordre  (2w  —  3);  ensuite  pour  déterminer  H^,  une  solution 
du  système  (6'),  au  plus  d'ordre  (2w  —  a). 

II.  En  continuant,  on  verra  sans  peine  qu'en  résumé,  l'inté- 
gration de 

(1)  exige  l'intégration  d'un  système  d'ordre  2n  —  1,  savoir  le  système  (a), 

(2)  »  »  »  an  —  t,  ■!  d'ordre  2n — 3, 

(3)  »  »  u  2«  — 1, 1      »       2n  — 3, 1  d'ordre  2h—o, 


'(«  —  \]  exige  l'intégration  d'un  système  d'ordre  2h  —  i,  1  d'ordre  2m  —  3, 
1  d'ordre  3, 1  équation  d'ordre  1. 


(  *S5  ) 
En  toat,  il  faudra  donc  chercher,  au  plus, 


n  (n  —  1)  .    .      . 
(;i  —  1  )  =  — !^ — - —  iDt^rales. 


En  particulier  il  faudra  chercher  (n  —  i)  intégrales  du  sys- 
tème (a):  puis,  au  plus,  (*~'y"~^  intégrales  des  systèmes  auxi- 
liaires (h),  (6')  qui  sont  beaucoup  plus  simples. 

En  apparence,  la  méthode  de  Jacobi  exige  plus  d'intégrations 
que  celles  de  Lagrange  et  de  Pfaff,  puisque,  dans  celles-ci,  il 
-uffit,  en  général,  dintégrer  complètement  l'équation  (a),  en  pre- 
nant pour  constantes  les  valeurs  initiales  des  variables.  Mais  la 
méthode  de  Jacobi  laisse  une  grande  liberté  dans  les  calculs, 
puisque  l'on  peut  les  commencer,  à  partir  de  chaque  système 
auxiliaire,  par  niraporte  quelle  des  solutions,  et  l'ordre  de  ces 
systèmes  peut  s'abaisser  considérablement  dans  les  cas  particu- 
liers. On  verra,  en  outre,  dans  le  paragraphe  suivant,  qu'elle 
peut  encore  être  simplifiée. 

111.  On  peut  combiner  la  méthode  de  Jacobi  avec  celle  de 
Cauchy,  comme  on  le  verra  au  n°  125,  c'est-à-dire  se  servir  du 
théorème  fondamental  de  Jacobi,  ou  plutôt  de  celui  de  Poisson, 
pour  trouver,  dans  certains  cas,  d'une  manière  simple,  les  inté- 
grales du  système  (a),  quand  on  en  connaît  quelques-unes. 
C'est  le  mode  d'intégration  le  plus  avantageux  si  la  suite  des 
fonctions  9  est  complète.  Dans  ce  cas,  connaissant  {"In —  I) 
solution  de  (a),  le  mieux  est  d'abandonner  la  méthode  de  Jacobi. 
Cette  remarque  est  due  à  Lie  (*). 

71.  Simplifications  et  modifications.  1°  Il  peut  arriver  que 
l'une  des  fonctions  6,  que  l'on  cherche  soit  nulle;  alors  le  9  pré- 
cédent est  la  solution  cherchée.  Ainsi,  par  exemple,  si  l'on  a  : 

Vi  étant  déjà  une  solution  des  deux  autres  équations  du  sys- 
tème (3),  de  manière  que 

(e,_,,H,)  =  o,   (e,_,,H,)=o, 

il  est  clair  que  e,._,  est  la  solution  de  tout  le  système  (ô). 

i*)  LiB,  Nachrichten  de  Gôilingen,  1872,  n*  25,  pp.  488-489. 


(  134  ) 

l"  Si  l'une  des  fonctions  9  est  une  cotistante,  les  calculs 
s'aclièvcnt  immédiatement.  Ainsi,  par  exemple,  si 

Or=(e,_,,H3)=m, 

l'équation  auxiliaire  (6')  devient  : 

f/  r-2_  dôr-l 

9r_i  m 

qui  est  inlégrable. 

3°  Toutefois  si  r  =  2,  la  méthode  devient  illusoire;  la  fonction 

appelée  plus  haut  6  est  alors  déterminée  par  l'équation 

(10 

qui  donne  pour  6  une  simple  constante. 

Dans  ce  cas,  on  partira  d'une  autre  intégrale  de  l'équation  (a) 
ou  (6),  et  la  même  circonstance  ne  se  présentera  plus,  ou  bien,  on 
trouvera  immédiatement  la  solution.  Si  l'on  a,  en  effet,  pour  deux 
solutions  différentes  e,,  Q[  de  (5,),  (3a) 

{\,l],)  =  m,    {0;,H3)  =  7n', 

on  })rendra  pour  solution  commune  à  (3i),  (Sa),  (03) ,  une  fonction 
0  de  6,,  ô\.  On  devra  avoir  : 

(H,.6(0.,e;))  =  o,    (H„9(0,,e;))  =  o,    {u„B{f),,e\))  =  o. 

Les  deux  premières  sont  identiquement  satisfaites,  l'autre  devient 

^e  je 

^  -'  '^  je,     \  S'  1/  jQ, 

que  l'on  saura  toujours  intégrer. 

7^.  Cas  plus  général  de  simplification.  Séparation  des  varia- 
bles {").  I.  Supposons  l'équation  donnée  de  la  forme  : 

Hi(a;,,...,a;„,pi,....p„,  f^,...,  ?',„)  =  a,, 
(*)  Nous  résumons  le  plus  brièvement  possible,  Imschenetskt,§  19,pp.73-79. 
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où  5,,  î>î, ...  ,  5„  désignent  des  fonctions  de  x, ,  ...  ,x„,p, , ...  ,p„, 
telles  que  l'on  ait ,  pour  les  valeurs  de  r  et  s  comprises  dans  la 
suite  1,  2,  3, ....  wj. 

(fr,?.)  =  0. 

Si  l'on  parvient  à  trouver  des  fonctions  H,  contenant  les  quan- 
tités X,  les  quantités  p  et  les  fonctions  s,  et  telles  que  l'on  ait 

en  supposant,  que  dans  ces  fonctions  H  les  fonctions  y  soient 
remplacées  par  des  constantes,  je  dis  que  l'on  aura  aussi 

[H„  H»]  =  0, 

dans  le  cas  où  on  laisse  les  fonctions  ^j  dans  les  fonctions  H. 
En  effet,  la  formule  (6')  du  §  16,  donne 

(  SEt  SEi 

[E, ,  H*]  =  (Hi ,  H*)  -+-  2     (H.  ,fr)- {El ,  Pr)^- 

^^  i  JH.  JHi        SEi  JHt  J  ^ 

I  ^?v     Sf,  Sf,    Sfr  \ 

ou 

Cette  remarque  simplifie  beaucoup  la  recherche  des  fonctions  H. 
Ainsi,  en  particulier,  si  l'on  a  : 

(Pr,f.)=0, 

(B.,p.)  =  0, 

pour  trouver  les  fonctions  Hj,  Hj,  ...,  H»+„  il  suffira  de  poser  : 

H,  =  f, ,     Hj^p,, ....  H«+i  :=?;,. 
ou  même  : 

H,  =  l"\(p,,?,,...,p„),  ....  H„+,  =  F„,(p,,p,,...,p,J, 

pourvu  que  les  fonctions  F  soient  indépendantes  les  unes  des 
autres.  Nous  supposons  naturellement  m  <  n. 


(  do6  ) 

II.  Un  cas  remarquable ,  où  il  est  facile  de  trouver  des  fonc- 
tions y  satisfaisant  aux  conditions  indiquées  plus  haut,  est  celui 
où  les  variables  sont  dites  séparées.  Nous  prendrons  un  cas  parti- 
culier pour  nous  faire  comprendre.  Supposons  une  équation  aux 
dérivées  partielles  : 


ou 


^  =  ■^(^1 4,»-i,rj,.. 

■:'•*), 

X  =  xiUi,...,ui,s^,s^,.. 

•>Si), 

dz               dz               dz 
dx               dy              dl 

dz 
du 

de  sorte  que  H,,  y,  </,,  -^  contiennent  toutes  des  variables  indé- 
pendantes différentes. 
Il  est  clair  que  l'on  aura. 

(H.,p)  =  0,     (H,,^)  =  0,     (H^,%)  =  0, 
{?,  ^)  =  0,    {?,X)  =  0,     (•;,  %)  =  0. 

Par  suite,  on  pourra  poser 

Hi  =  a,,     lf^  =  f  =  a.,,    ïi^  =  'P=za^,    U^=x  =  (ii- 

Appelons  z^,  z^,  z^,  s^  les  intégrales  de  ces  quatre  équations  qui 
pourront  se  chercher  indépendamment  les  unes  des  autres.  La 
solution  complète  de  l'équation  donnée  sera 


En  effet,  en  premier  lieu,  on  déduira  de  là,  précisément  les 
mêmes  valeurs  pour  les  p,  les  q,  les  r,  les  s  que  de  z, ,  Zj,  £3,  z,; 
ensuite  le  nombre  des  constantes  arbitraires  sera  {n  -+-j  -*-  k-i- 1). 
Car  dans  z^  entrent  (n — 1)  constantes  arbitraires,  dansz^,  {j — 1) 
et  en  outre  a,,  dans  Zs,{k  —  I)  et  en  outre  aj,  dans  Zj,  (/  —  i)  et 
en  outre  dans  a,.  Donc,  en  comptant  encore  la  constante  «,  il  y 
aura  («  -+- J  -4-  A;  -t-  /)  constantes  arbitraires. 


(157) 

III.  Ces  précieuses  remarques  nous  permettent  de  traiter 
systématiquement  quelques  cas  remarquables,  déjà  étudiés  par 
la  méthode  de  Lagrange  (§  8,  n°  54),  qui,  au  reste,  conduit  au 
résultat  général  que  nous  venons  d'exposer  : 

i"  L'équation 

/■(Pl»P»:"-.P/.)  =  0 

a  pour  intégrale 

5  =  a  -4-  «iJi  -+-  «jJ,  -\ 1-  a„ar„, 

les  constantes  arbitraires  a  satisfaisant  à  l'équation 
/■(a,,o,,...,o„)  =  0. 
On  ramène  à  ce  cas  celui  où  l'équation  est  de  la  forme 

au  moyen  de  la  transformation  du  n"  2.  En  particulier,  si  z  est  une 
fonction  homogène  des  quantités  p  de  degré  a .  il  vient 

z  =  {—-\ 

2"  L'équation 

/■(ri,P,,-.-,  F«)  =  0, 

•ni  =,  ne  contient  que  x.et;),,  a  pour  intégrale  : 

^i  étant  la  valeur  de  p,  déduite  de  y^  =  a^  et  les  constantes  a  étant 

liées  par  la  relation 

/'(a,,a,,...,  a„)  =  0. 
5*  L'équation 

z  =  f{Xi^  Xi,  ...,ar„,p,,pj,...,p„), 

OÙ  f  est  une  fonction  homogène  de  degré  u. ,  par  rapport  aux  p, 
devient,  en  appelant  «  =  0  la  solution  complète  et  posant  : 


eu  du  Ju 

=9^+1  =  {-  ir/"(a:,,ir„...,ar„,ç,,g,,  ...,9„), 
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où  la  variable  z  est  séparée  des  autres.  11  suffira  donc  d'intégrer 
à  part 

Si  l'intégrale  de  la  dernière  est 

5j  =  «i-+-  F  (a;i,...,a;„,  A,  a, ,  ffj,  ...,a„_j), 
on  trouve  aisément  que  celle  de  l'équation  donnée  est 


7Z.  Exemples.  I.  Soit  l'équation  (*) 

XiX^  . . .  Xn  ^=  PiPi  •  •  ■  Pu- 

Les  variables  peuvent  être  séparées,  si  l'on  pose  XiJi  =  Pi,  ce  qui 
transforme  l'équation  en 

fi?i  •••  ?n  =  <• 

On  posera  : 

'2"a,cfj  ...  o„  =  1, 

P»=,^„         P!_C„  PlL-c,^ 

ce  qui  conduira  aux  solutions  auxiliaires  : 

3,  =  «j -f- rtiorj ,  . . . ,  3„  =  œ„ -t- o„a;* , 
et  par  suite  à  la  solution  complète 

5  =  a  -H  UiX]  -+-  a^xl  +  .  •  •  -4-  OnX^- 
II.  Soit  encore  l'équation  (**) 
{x^Pt  -+-  a-,pj)  x^  -4-  p^  (p,  —  pg)  [p\  -+-  (ps  +  ar^)  (/jj  -4-  x^,)  p^]  =  «j. 

(*)  C'est  l'équation  étudiée,  plus  bas,  par  la  méthode  de  Cauchy  (n»  110). 
Graindorge,  no^iO  et  C9,  intègre  celte  équation  par  la  méthode  générale  de 
Jacobi  sous  ses  deux  formes. 

(**)  Nous  empruntons  cet  exemple",  si  bien  choisi  pour  montrer  toutes 
les  simpliGcalions  et  toutes  les  modifications  de  la  méthode  de  Jacobi,  à 
lascHEifETSKT,  H»»  61-65,  pp.  79-86. 


(  139  ) 
On  posera,  à  cause  delà  séparation  des  variables  X|,  j»,  x^,  et 

Xi>  ^5>  '*'*} 

On  trouvera,  encore  par  séparation  des  variables,  après  avoir 
posé  p5  =  )8,  l'intégrale  de  celle-ci  sans  aucune  difficulté  : 

s'  -+-  A'  =  —  (a  —  ;3y  —  y  a;,)i  -t-  ^Xj  -+- 1-  (3  -♦-  a?^'/- 
3r 

L'équation  donnée  deviendra  alors  : 

Hi  =  (a;,Pi  -H  x^Pi)  x^  -t-  «ps  rpi  —  p,)  =  Oi. 

La  fonction  Hj,  d'après  la  métbode  générale  de  Jacobi,  sera 
une  solution  des  équations  auxiliaires  (a)  qui  deviennent  dans  le 
cas  actuel  : 

àPt  _dp^  _  dp,  ^  ~^>  ^  —^^i  ^  ~^s  ,qv 
Prï"s       Pi-Tj       Pi^^ï -*- Prî^i         a7^s-t-«Pî        iTiX,  — ap,         a{p,  — Pj)' 

On  déduit  de  là, 

(HPi-*-Pi)  _  —  (f(a-t-4-a;,) 
Pi-+-Pî     ~       x.-t-a;, 

d'où,  pour  H,,  la  valeur 

Hj  =  («»-+- *i)(Pi-*-P»^  • 

11  faut  maintenant  trouver  une  solution  commune  aux  équa- 
tions : 

(H„HJ  =  0,    (H„H,)  =  0 (2) 

Pour  cela,  il  faut  chercher  une  seconde  solution  ô,  des  équa- 
tions (a),  et  la  substituer  dans  (^j).  On  tire  de  la  première  équa- 
tion : 

àPt  _  dp,  ^ 

Pi         Pi 
et  par  suite 

PÎ 


(  160  ) 
Formons  la  quantité  02  =  (^i?  H2).  On  trouve  : 

Oj  =  (Oj .  Hj)  =  (Pi  -t-  Pj)  (-Pi)  -4-  (Pi  -+- p,)  p^=~pl-i-pl=:  —  2ô, , 

c'est-à-dire  que  nous  rencontrons  le  cas  d'exception  signalé  plus 
haut  (n"  68,  Rem.  II).  On  est  donc  forcé  de  chercher  une  autre 
intégrale  du  système  (a).  On  trouve  encore,  au  moyen  des  équa- 
tions (a) 

d  (Pi  —  Pa)  —  dx^ 


l'intégrale 


-a-3(Pl  — Pî)  «(Pl-Pï) 


3;  =  a  (Pi  -Pi)— Y 


Formons  e^  =  (0', ,  Hj).  Il  vient  : 

K  =  (Pi  ■+■  Pi)  (—  *)  -+-  (Pi  -1-  p,)  *  =  0. 

Nous  rencontrons  précisément  le  cas  où  la  simplification  est  la 
plus  grande,  c'est-à-dire,  celui  où  une  solution  de  (2,)  satisfait 
aussi  à  (2j).  Nous  poserons  donc  : 

X* 

H.  =  a  (p,  -  p,)  — -^  . 
2 

Les  équations  H,  =  o, ,  U^^Ui,  113=03,  permettent  de  cal- 
culer dz"  =  pidxi-^  p^dx^-^  p^dxz,  et  par  suite  z".  On  trouve 
ainsi  : 

z"  -4-  A"  =  Y 1-  (^1  +  x^)  -+-  —  {x^  -  a;j)  I  «s  +  ^ 

a.  1/2  X,  a. 

Donc  enfin,  en  réunissant  z  et  z",  la  valeur  de  z,  avec  6  con- 
stantes a,  p,  y,  A,  «2,  O3,  est  la  suivante  : 

,   ,       ,  (a^.  +  a^,)^(/3-+-a-e)V        1  J      .   ^I\ 

3  +  A  =  l. +  -{x,-x,)\a,-\r~\ 

(ia^-^xl)^  '  \  -I 

a  1/2  xi  s 

+    *        arctg     i— -H^(a  — /3y  — ya;Ji  -4-/3a;«. 


(  161  ) 

Nous  pouvons  encore,  avec  Imsche.netsky,  arriver  à  la  même 
intégrale  complète,  en  cherchant  une  solution  commune  du  sys- 
tème (2),  à  partir  d'une  solution  de  (Sj),  ou  du  système  corres- 
pondant qui  n'est  que  du  troisième  ordre  : 

dpi  dpj  —  dXi        j,  —  Xj 


Pi-*-Pi      Pi  +  Pî       -r, -j-j        —dx^ 

Une  solution  très-simple  est  i^^  =  pi — /)i=  constante.  Cherchons 
fi  =  (iji  5  H,) ,  )f3  =  (-ti,  H,),  etc. 

^i  =  (P^r,)  (  —  1  )  -+-  (PiX^)  (-t- 1  )  =  x^^^ , 

>fî  =  (pjJ-J  { -  J-j)  -4-  ip^X^)  (-+-  Jj)  -*-  )}!«  (Pi  -  Pâ)  =  —  -t-  a>{î  ■ 

Une  fonction  e  (Hj,  ij,,  tfi)  satisfait  à  (2j);  elle  satisfait  à  {2|),  si  elle 
est  une  solution  du  système  (6)  : 

^^^,     ou     ^^'':l^^'Ù.. 

On  retombe,  en  intégrant  cette  relation,  sur  la  valeur  6i  donnée 
plus  haut,  et  par  suite  on  arrive  à  la  même  intégrale  complète. 


§  âO.  -ftétho^B  «fe  Jacohi  som«  «a  fow»«  te  pftf«  timpte  (*). 

14.  /rfée  générale  de  la  marche  à  suivre,  i'  On  déduira  la 
valeur 

Pi  =  f  l  (^1,  •  ••  ,  Xn,  «i  ,Pj.  Ps,  •  ••  .  P/i)  =  -^11 

de  la  première  équation  H.  2»  Cela  fait,  l'équation  (VI),  du  §  18, 
où  /■i  =  /"j(xi,...,x„,a,,p,,...,p„),  savoir 

(Pt-^i,A)=o, (1) 

(*)  Résumé  de  Jacobi,  Nova  melhodus,  §§  9  à  11 ,  §§  18  à  22  Le  même 
résumé  se  trouve  dans  Ihschexetskt ,  §§  20  à  22,  pp.  86-121,  Graisdorge, 
VII,  pp.  55-73,  avec  des  exemples  ei  quelques  théorèmes  donnés  par  nous 
dans  les  paragraphes  précédents. 
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donnera  f,i  =  aî,  et  l'on  pourra  en  tirer 

Pj  =  fa  (a^i, ... ,  a;„ ,  a, , a^,  P3, . . . ,  p„)  =  ^^^ , 

et,  par  suite, 

Pi  =  'f  12  (a'i,  •  • . , a7„ ,  Cl ,  aj,Ps, . ..  ,p„) , 

de  sorte  que  l'on  aura  (§18,  IV') 

(Pi-<;'i2,Ps-M=o (1') 

5"  On  déterminera  ensuite  ^  (x,,  ...,x„,  a,,  Oj, /jj,  ...,;?„),  au 
moyen  du  système  (VI)  : 

(Pi  -^12' A)  =  0,       (P2-<^2../3)  =  0 (-2) 

La  fonction  /"j  trouvée,  en  l'égalant  à  une  constante  arbitraire  «3, 
on  pourra  en  tirer  la  valeur  de  p^,  que  l'on  substituera  dans  les 
valeurs  précédentes  de  /j,  et  p^.  On  aura  ainsi  des  équations  de  la 
forme 

ZJ2  =  '^23(^l:- ••  ,^«,«l,«2.«3»P*,     --.Pn), 

Ps  =  'Fs  (aJi, ..-.a;», 01,03, «3,^4, ...,p„)  =  J'35.      • 
Alors,  d'après  (IV)  : 

(Pi-    ^3.P3-^Ô3)=0,    (P2  — •|'23.P3— '^33)  =  0,   (Pj  —  «flS  .  Pï  — t'ss)  =0.  (2') 

4°  Soit  ensuite  /i  (ar,, ...,  Xn,  a,,  «2,  a^,  Pi,  ...,p,^)  une  fonction 
satisfaisant  aux  équations 

(Pl-</'l3,A)  =  0,        (P2-4'23,/"4)=0,        (P3--/-'33,A)  =  0,     ■      •      <ô) 

on  tirera  pi  de  f\  =  Ui,  et  l'on  pourra  écrire 

Pi  =  ^u(^l.  •••>  ^«.«1,02,  «3,  0«,Ps,  •••??«), 

Pa  = 'fî* (3:^1 .  •  ••  >«;„,  Cl,  Oj ,  Os,  04,^5, . .. ,  p„), 

P3  =  'f'84(^l>     •     ,a^n,«li«2)03i«oPs)  •••jPn), 

P4=P4  (aTi,..  ,a:;„,«n«2)«3.ai)P5,  ••,P«)  =  l4*- 


(  163  ) 
es  valeurs  seront  telles  d'ailleurs,  d'après  (IV),  que 

•i--;'i«,Ps-';'5«)=o,  (pj-;'m,Pî— '?'s«)=o> 

i-'?'i*.P»— M=o. 

t  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  appelle  /",  (x^, ...,  x„,  /),,  ...,p„)  =  «i  l'équation  donnée, 
1  trouvera  ainsi  le  système  suivant,  auquel  nous  adjoignons 
équation  donnée  elle-même  : 

A(a:„...,ar„,Pi,p,,Ps,...,p„)  =  a„ 
/;(a?,,...,ar„,ai,p,,p3,...,p„)  =  o„ 
/s (a;»,...  ,a;„,a„a,,p5, ...,p„)  =  0,, 


/«(fli,  ,..,a:„,a,,...,a,-,,p.)  =  a,; 

,  Ton  en  a  déduit 

Pn     =<i'nn     (a?!, a*,, ...  ,a;„,  Oj, ... , oj  =  5r„, 
p«_,  =  <i,_,,,  (Xj,  ar„ .. . ,  ar„,  a,, ... ,  a,)  =  )r,_ , , 

Pa      ='f'»o     (iCi,a'j,...,a;„,a,,...,a,,)  =  ^j, 
Pi      =-^1-,      (a;,,a-j,...,x„,a,,...,a„)  =  r,. 

est  clair,  d'après  le  §  18,  que  ces  valeurs  de  p  satisferont  aux 
)nditions  dintégrabilité.  Toute  la  question  est  donc  ramenée  à 
cuver  les  solutions 

es  équations  (1), (2), (5),  etc.  On  va  voir  que  ces  intégrations  sont 
lus  simples  que  dans  le  cas  où  l'on  cherche  les  équations  H, 
arce  que  le  nombre  des  variables  va  sans  cesse  en  décroissant. 


(  164  ) 

76.  Intégration  du  système  f2J.  L'équation  (1),  écrite  tout  au 
long,  prend  la  forme  : 


Hp.-^J  Sf, 

^(Pi-^n)    ^f. 

'^(Pi-'^u)  ^r. 

-t- 

^X^          '  ^X^ 

H f- 

SXn           '  Jp„ 
S  (Pl  -    ^li)     '^A 

Sp,        '  Jpi 

Sp^          '  rJp^ 

Spn           '  'Sp„ 

=  0. 


ou  encore,  en  changeant  les  signes  : 

^4  +  2  (^  —  -  —  ^ 
Sxj       2  \<?a;„j  Jp,„       Sp„,  Sx„_ 


équation  linéaire  par  rapport  aux  dérivées  de  /j ,  ne  contenant 
que  (2n  —  1)  variables,  x^ , ... ,  x„ ,  p^, ... ,  p„.  Les  équations  diffé- 
rentielles correspondantes  sont  : 


dXi 

T" 


dx. 


dx. 


dx„ 


dPî        f'Ps 


£t^     ^     ^ 

Jp,,        ^x^        Sx^ 


dp,, 


Pour  avoir  la  relation  cherchée  fi^^a^,  il  suffira  d'en  connaître 
une  intégrale. 

Le  système  (2)  se  composera  de  deux  équations 


SX^  3    VXn,.    Sp„,  Sp„    Sx,, 


^^^(^^_^h,^f. 


(\) 


SX^  5    X'^Xn,    Sp,n  êp,„    Sx„,j  ' 

qui  contiennent  chacun  (2n  —  5)  variables  indépendantes.  Soit  5, 
une  solution  de  (2j),  de  sorte  que 

{Ô.,P.-^2)  =  0. 
Posons,  afin  de  voir  si  ôj  satisfait  aussi  à  (2^), 

K  ~  (^1  ,  Pî  -    ^2s)  ,        h  =  (0»  .  Pil  -  '^«)  ,        ^4  =  (05  .  P2  -  ^ts),    etc. 


(  l6o  ) 
?s  lonctions  6,,  e^,  O^,  etc.,  satisfont  aussi  à  (2,).  En  effet,  l'on  a  : 

(Pi   -  -^li,  S«)  =  (Pl  —  ^lï,  (P2  -  hi,  ^l)) 

=  —  (Pî  -  ■^« ,  (^i ,  Pi  -  -^n))  —  (^i ,  (Pt  -  ■■^12 ,  Pi  -  •r'«))  • 

3  second  membre  est  nul ,  en    vertu  de  l'équation  (1  ')  et  de 
lypothèse  sur  9.  Donc 

(^î.P.-^.J  =  0- 
e  même 

(^«,  Pi -•;-..) =0. 


Il  peut  arriver  deux  cas  distincts  :  i°  L'une  des  fonctions  e  est 
entiquement  nulle;  dans  ce  cas  cette  fonction  o  est  évidemment 

solution  commune  des  équations  (2).  2°  Une  des  fonctions  S  sera 
ne  fonction  des  précédentes  et  de  x^,  constante  dans  (2,).  Cela 

rivera  nécessairement  avant  que  l'on  ait  calculé  (2;i  —  5)  fonç- 
ons 0,  puisque  les  équations  différentielles  simultanées  corres- 
ondant  à  (2,)  peuvent  avoir  au  plus  (2«  —  4)  intégrales  dis- 
notes.  On  verrait  comme  plus  haut  (n°  68)  qu'il  en  serait  de 
léme  de  toutes  les  fonctions  d  que  l'on  pourrait  calculer  ulté- 
ieurement. 

Supposons  que  l'on  ait  trouvé  i  fonctions  5  distinctes.  Soit 

6  =  eiar„9,,...,e.). 
in  aura  : 

' ,  /'î  -  r  m)  =  {Xt ,  Pi  —  ^„)  —  -+-  (^ ,  P»  —  -Pii)  ^  H H  (0.- ,  p,  -  •;/„)  — 

^0  je         je  je 

Ja^i      *Jo,      'je,  •+'jo.- 

•ar  hypothèse  : 

)n  posera 

je  je         je  je 

H  e,  — h  0.  — t-     -1-9  —  =  0 

Jar,      *je,      «je.  Je.-       ' 


(  166  ) 
équation  dont  l'intégration  dépendra  de  celle  du  système 

dXi  _  ^61  _  (/ôa  _  rfôs  _      _  d9,_i  _  de,- 
"1         ~^~~h~~^~'~     0,-  ©■' 

OU  de  l'équation 


=  e    iTa.e,, 


-) 


II  suffira  de  connaître  une  intégrale  première  de  cette  équation  : 

pour  avoir  la  solution  commune  cherchée  : 

En  particulier,  il  sera  facile  de  trouver /j  dans  le  cas  où  0,+i== 
constante  A;,  car  alors 

dx\         '     dxi~^ 

et 

Il  est  clair,  en  effet ,  que  si  (0, ,  p.^  —  1^22)  =  ^,  on  a 

Remarque.  On  aurait  pu  commencer  aussi  hien  par  l'équa- 
tion (22)  que  par  l'équation  {%).  En  tout  cas,  on  ne  rencontre 
plus  ici  l'exception  qui  rend  illusoire  la  méthode  exposée  dans  le 
paragraphe  précédent.  Si  l'on  a 

e,  =  {0^ ,  P2  -  'p^^)  =  conslanle  déterminée  A;, 

on  prend  simplement  pour  /s,  l'expression 

ôj  —  AXa, 


(167) 
)ui  donne,  en  effet, 

omine  plus  haut. 
Un  cas  très-simple  est  celui  où  l'on  a 

6,  =  6  (a;,,  6,), 
parce  que  l'équation  auxiliaire  se  réduit  à 

Elle  se  simplifie  encore  quand  x^,  6,,  ou  Xj  et  9i  manquent  dans  9. 

76.  Intégration  du  système  (5).  Les  équations  du  système  (3) 
contiennent  (2n  —  3)  variables,  c'est-à-dire  deux  de  moins  que 
le  précédent.  Ce  système  contient  trois  équations  : 

(>.-'^i,./4)  =  0.     (P»-4'«,/"J  =  0,     (Pî-^33,A)  =  0.   .    .  (3) 

Soit  9.  une  solution  des  deux  premières ,  de  sorte  que 

Substituons-la  dans  la  troisième  et  formons  la  suite, 

\  =  i\ ,  Ps  -  ^«) ,    h  =  («i ,  Pî  -  ^33) .  etc. 
On  aura  : 

(Pi  -  ^15.  h)  =  (Pi  -  ^iS,  (9i .  Ps  -  'i'-J) 
=  —  (Pj  —  -f-ss,  (^1 .  Pi  -  '^lî))  —  (fil ,  (Pi  -  'r'ts ,  Ps  -  ^3s))  . 

c'est-à-dire,  d'après  les  équations  (2')  et  la  définition  de  0, , 

(Pi-<^.s,e^  =  o. 
De  même 

c'est-à-dire  que  o,  est  solution  des  deux  premières  équations  (3). 
Il  en  est  de  même  de  Os)  ^4  «  etc. . 


(  468  ) 

La  suite  des  fonctions  0  comprend  au  plus  (2n  —  6)  fonctions 
distinctes;  on  arrivera  donc  à  une  fonction  e,^,,  qui  sera  fonction 
des  précédentes,  et  si  l'on  veut  de  x^,  qui  joue  le  rôle  d'une  cons- 
tante dans  les  équations  (3,),  (Sj).  Soit 

Les  fonctions  0,^2,  0,^^,  etc.,  s'exprimeront  de  même.  Soit  main- 
tenant 6{xz,  61, ...,  6,)  une  fonction  nouvelle;  elle  satisfait  à  (3,)  et 
à  (Sj),  comme  on  le  voit  sans  peine.  Pour  qu'elle  satisfasse  à 
(Sj),  il  faudra  que  l'on  ait,  comme  dans  le  n"  précédent, 

dO  de  dO  ^dQ 

dx,        ^  db,        'de,  dOi 

dont  il  suffira  de  trouver  une  intégrale  fi  =  ai,  ou  une  du  sys- 
tème 

(fcCs _  de,  _  dO^ _       _^_f, 

~T~\~\~        "ë""~   ' 
ou  encore  une  intégrale  première  de 


da^^  \    '      dx^         dx\-^ 

17.  Intégration  des  autres  systèmes  et  en  particulier  du  der- 
nier. Il  est  évident  que  l'on  peut  continuer  de  la  même  manière 
l'intégration  des  systèmes  successifs  (4),  (5), ...,  (n  —  d).  Suppo- 
sons que  l'on  soit  arrivé  à  ce  dernier,  qui  est  : 

(pi  — ^,,„_j,/-„)  =  0,  (Pa-  ^î,„-i,f„)  =  0  ...  (/)„_i  — ^„-i, „_!,/■„)  =  0, 

ou  encore  : 

SX^  SXn         Spn  ^Pn        <^^« 

fA_^^>^^»-.^_£j%n-l^^Q^   ....  (n-l,) 
^X^  SXn         ^Pn  ^Pn        ^^ii 


âX„-l  SXn         Spn  S  pu  SXn 


l  *69  ) 

<  Ml  cherchera  une  solution  de  (n— I,);  on  en  déduira  d'autres  solu- 
tions au  moyen  du  théorème  fondamental,  puis,  comme  ci-dessus, 
une  solution  commune  de  (n  —  l,),  (n  —  1»).  Le  théorème  fon- 
damental de  Jacobi  en  donnera  d'autres,  puis  on  saura  trouver 
une  solution  commune  aux  équations  {n  —  i ,),  (n  — I  j) ,  (n  —  1 3)  ; 
et  ainsi  de  suite. 

On  remarquera  que  l'intégration  de  (n  —  1,)  dépend  de  la 
recherche  d'une  intégrale  d'un  système  d'équations  simultanées 
à  trois  variables,  ou  de  la  recherche  d'une  intégrale  première 
d'une  équation  différentielle  ordinaire  du  second  ordre.  Pour 
déduire  de  là  une  solution  commune  aux  équations  {n —  1,), 
(«  —  ii),  il  faut  encore  trouver  une  intégrale  première  d'une 
équation  qui  est  au  plus  du  second  ordre;  il  en  est  de  même  dans 
la  recherche  des  solutions  communes  aux  5,  aux  4,  aux  o...  pre- 
mières équations  (n — i).  Par  conséquent,  on  a  tout  au  plus  à  cher- 
cher une  intégrale  première  de  (« —  1)  équations  du  second  ordre. 

En  résumé,  on  voit  que  la  méthode  de  Jacobi  exige  la  déter- 
mination d'une  seule  intégrale  de  chacun  des  "^"g~  systèmes 
d'équations.  Parmi  ces  systèmes,  il  y  en  a 

1  de  Tordre  2  (n  —  1)  servant  à  déterminer  /"j, 

2  .         2(n-2)  »  .  /s, 
5          »         2(n  — 3)          »               »  ft, 

n  —  1    »        '2  »  n  /■„. 

C'est  là  le  cas  le  plus  défavorable.  On  conçoit  bien  que ,  dans  chaque 
côs  particulier,  on  peut  introduire  des  simplifications,  puisque,  en 
général,  dans  l'intégration  de  chacun  des  systèmes(l  ),  (2) ,...,  [n — i  ), 
on  peut  commencer  par  telle  équation  que  l'on  veut. 

78.  Exemple  (*).  Soit  l'équation  : 

ce  d' 
/>, -H  (ôjj H- 2a?,) p,  4- (4iFj -t- Sxs)  pg-t- [a;, -H a^s  (p.— Ps)]  P5-+- -^-^  =  0 . 

Pi 

(*)  Nous  l'empruntons  à  Isschesetskt,  no89,  pp.  116-121.  Graisdobge, 
n"  71,  pp.  70-73,  en  donne  un  autre,  emprunté  à  Aipèbe ,  que  la  méthode  de 
Jacobi  permet  d'intégrer  très-simplement. 


(  170  ) 
i°  Il  faut  trouver  d'abord  une  intégrale  de 

(Pi  —  'Pu)  représentant  le  premier  membre  de  l'équation  donnée. 
Le  système  auxiliaire  correspondant  est  : 

dXs  dp^  dp^  dPi        dps 


dXi 

dx^ 

1 

Ht, 

On 

en 

tire 

Sps  rîXt  ^Xs 

dx^  __d  (Pa  —  ?>5) 
1     ~     Pî  — Ps 

et  par  suite  on  peut  prendre  l'intégrale  de  cette  équation  pour  f^, 
c'est-à-dire  poser  : 

On  tire  de  là,  la  valeur  de  pa;  et  on  la  substitue  dans  /?,.  On  ;i 
ainsi 

Pi  -  '/'lî  =  Pi  -+-  {^x^  +  SiCs)  (pj  -+-  a^e-^i)  -f-  {Ax^  -t-  Sa;,)  p, 

-♦-  [x^  -H  ajjaje-^'i]  Pj  +  -^-^ ;     Pj  —  -^^j  =  P2  —  Ps  —  «ae-'^'  • 
P4 

2"  Il  faudra  trouver  une  solution  commune  des  équations 

On  obtient  une  intégrale  de   la  seconde  équation  en  cherchant 
une  solution  d'un  système  contenant  l'équation 


ou 


dx^ 
1 

dPz 

Ja?3 

dx^ 

T 

_dp^ 
0 

{   M\) 

On  pourra  donc  poser,  puisque  p^  =  constante  est  l'intégrale  de 
cette  dernière, 

On  aura  ensuite  : 

^*  =  -  (Pi  —  -^lî ,  Pî)  =  -  2  (Ps  +  Oje-'i)  —  5ps  =  —  76j  —  SOjC-'i . 

La  suite  des  fonctions  4  s'arrête  ici.  II  faut  maintenant  chercher 
une  intégrale  de 

■  T~  "■  —  "ôi  —  20,6-''  ' 
et  ce  sera  ^5.  On  trouve  : 

/s  =  (  ^1  -•-  -  «je-»»  j  e'x,  __  I  p_  _^  _  fï^e-n  |  gTi,  _  ^^ 

On  tire  des  résultats  précédents  : 

1 

Ps  —  -^33  =  Pa  -»-  r  o»e-'i  —  a^T^, 
o 

2 

Pi  -  -^iS  =  Pï  -  -  «2^-''    -   «36" ''S 
O 

Pi  —  -^13  =  Pi  -+-  etc. 
3"  On  considère  ensuite  les  équations 

(Pi  -^13,  A)  =0,        (P,--^,3./"«)=0,        {p,-^33,/-,)  =  0. 

La  dernière  a  pour  solution  0,  =p^=  constante,  qui  satisfait 
('gaiement  à  la  seconde.  Ensuite  : 

6«  =  (9i,Pi-<?'is)=-P5, 

9»=  (0„  Px  -  •;'„)  =  -  a,e-«ie,  +  -i. 

Cela  conduit,  par  la  méthode  générale,  à 


(  172  ) 

D'où 

Pi  —  'Pu  ~P4~  Psate-oi"'"'^ 
Ps  ~  'Psi  =  etc. 
Pi  ~  'Psti  =  etc . 
Pi  — "^14  =  etc. 

4"  La  dernière  des  équations  : 

a  pour  solution  e,  =p«=  constante,  qui  satisfait  à  la  seconde  ef 
a  la  troisième,  et  donne 

^2  =  (^1 ,  Pi  —  'Pu)  =  —  aje-^i^i e"î~'''e 

«4 

On  trouve  alors  : 


et 


5°  On  exprimera  p„  p„  j»,,  p^  en  fonction  des  x  seuls  et  des  con- 
stantes. En  intégrant  l'expression 

Pid^i  +  P^dx^  ■+-  p^ix^  -t-  p^(lx^  -t-  /î^da^^ , 

on  trouvera  enfin  : 

2  =  «1  -t-  —  (2a72  —  a^j)  e--'-.  -4-  a^  [x^  -+-  a^j)  e-'^^i 


j 


(i73.) 


CHAPITRE  III. 

INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS  SIMULTANÉES  AUX  DÉRIVÉES 
PARTIELLES  DU  PREMIER  ORDRE. 


§  21.    Théofie  générale  Méthode  de  MMouêt  (*). 

79.  Cas  où  les  équations  données  sont  résolues  par  rapport  à 
m  des  quantités  p.  Supposons  que  l'on  ait  à  chercher  une  solution 
commune  des  m  équations  : 

Pi  =ri(a;i,..  ,a;„,p»+i,-..,p„), 0») 

Pj  =  ^i(a;i,...,a;„,p»+i, ...,  p„), (1,) 

P«=*»(a;,,...,iF„,f>«-M, ...,  p„) (IJ 

La  question  revient  à  chercher  (n  —  m)  nouvelles  relations  entre 
les  p  et  les  x  de  telle  sorte  que  les  valeurs  de  p,,. ..,/>„  en 
Xj,  ...,  x„  que  l'on  déduit  de  ces  nouvelles  équations  et  des 
données  rendent 

rfs  =  Pidr, -H  Pj^Xj  H i-PndJCn  .......  (2) 

immédiatement  intégrable. 

(')  Sur  f intégration  des  équations  différentielles  partielles  du  premier  et 
du  second  ordre  (Journal  de  l'école  polytechnique,  39™e  cahier,  pp.  149-191), 
surtout  le  §  III .  pp.  1 63-i  74.  La  méthode  de  Bour  est  exposée  dans  Graixdobge, 
VIII,  pp.  75-89;  Ixschenetskt,  §23,  pp.  121-136;  Collet  (Annales  de  l'école 
normale  supérieure,  t.  VII,  pp. 7-47).  La  théorie  de  Bour  contenait  une  légère 
erreur  reproduite  par  ces  divers  auteurs  et  corrigée  par  Mates  dans  un  excel- 
lent petit  mémoire  ( Malhematische  Annalen,  t.  IV,  pp.  88-94),  dont  nous 
donnons  ici  la  substance.  Il  a  pour  titre  :  Veber  die  Intégration  simultaner 
partieller  Différenlialgleichungen  der  ersten  Ordnung  mit  dersellen  unbe- 
kannten  Funclion.  IascBE!iETSKT.§  26,  pp.  143-136,  applique  la  théorie 
générale  à  la  détermination  des  conditions  d'intégrabilité  immédiate  d'une 
expression  dilTérentielle. 
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11  résulte  de  là  que  l'on  doit  avoir  pour  les  valeurs  de  i  et  de  k 
comprises  dans  la  suite  4,  2,  3, ...,  m  : 

iPi  —  'pi,Pii—4'k)  =  0 (3j 

On  doit  ici  distinguer  trois  cas  : 

I.  //  se  peut  que  l'équation  (3)  soit  identiquement  satisfaite 
pour  toutes  les  valeurs  de  i  et  de  k.  Dans  ce  cas,  on  trouve  la 
valeur  de  z  en  se  servant  de  la  méthode  de  Jacobi  pour  le  cas 
d'une  équation  aux  dérivées  partielles  isolée,  à  partir  du  moment 
où  l'on  connaît  déjà  m  relations  entre  les  p  et  les  x. 

On  cherchera  donc  (n  —  m)  autres  relations 

entre  les  p  et  les  x,  et  l'on  trouvera  une  solution,  dite  intégrale 
complète  avec  [n  —  m  -\-  \)  constantes  arbitraires. 

II.  On  peut  trouver,  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  i  et  de  k 

{Pi  —h,    Pk  —  'pk)  =  constante, 
ou 

{Pi  -^i,     Pk  —  'l'k)=  FiXi,X^,...,Xn). 

Dans  ce  cas,  les  équations  (I)  n'ont  pas  de  solution  commune, 
puisqu'il  est,  ou  bien  absolument  impossible  de  satisfaire  à  la 
condition  (o),  où  bien  l'on  ne  pourrait  y  satisfaire  qu'en  posant 
F  =  0,  c'est-à-dire  en  supposant  qu'il  y  a  une  relation  entre 
les  X  (*). 

III.  On  peut  trouver  paur  une  ou  plusieurs  valeurs  de  i  et  de  k 

(p.-  —  'pi,      Pk  —  4'k)  =  f{Xi,...,irr,,Pm  +  t,...,Pn)- 

Dans  ce  cas,  il  est  clair  que,  si  le  système  donné  a  une  solution, 
les  relations  qui  restent  à  trouver  entre  les  x  et  les/)  doivent  être 
telles  que  l'on  ait  pour  chaque  fonction/": 

/■(aji , . . . ,  a;„ , p,„+i , . . .,  p„)  =  0. 

C)  Il  y  aurait  lieu  toutefois  d'examiner  si  Ton  ne  se  trouve  pas  dans  le 
cas  des  équations  semi-linéaires  de  Lie,  dont  nous  n'avons  pu  donner  plus 
haut  (n»  14)  que  la  définition. 
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Donc,  et  c'est  en  cela  que  consiste  essentiellement  la  méthode 
de  Bour,  toutes  celles  de  ces  équations  f=  0  qui  sont  distinctes, 
doivent  être  ajoutées  au  système  primitif  puisqu'elles  doivent  être 
satisfaites  comme  les  équations  données  elles-mêmes. 
.  Le  système  ainsi  complété  devra  être  traité  comme  le  système 
primitif;  si  le  cas  I  se  présente,  on  achèvera  la  solution  par  la 
méthode  de  Jacobi  ;  si  c'est  le  cas  II  que  l'on  rencontre ,  le  pro- 
blème n'a  pas  de  solution  ;  si  c'est  le  cas  III,  nous  devrons  encore 
ajouter  de  nouvelles  équations  aux  équations  données  et  faire  la 
même  étude  sur  un  troisième  système,  composé  du  précédent  et 
de  ces  équations  nouvelles.  Et  ainsi  de  suite. 

Il  est  clair  qu'à  la  fin  on  tombera  sur  le  cas  I  ou  sur  le  cas  II. 
En  particulier,  si  l'on  rencontre  un  système  contenant  plus  de 
n  équations,  le  problème  sera  impossible. 

80.  Cas  où  les  équations  sont  données  sous  forme  implicite. 
Soient 

H,  =  0.    H,  =  0,...,H,„  =  O, (10 

où  H  désigne  une  fonction  de  x,,  Xj,  ...,x„,  ^,,  Pî,  ...,p,.,  les 
équations  données.  On  prouvera,  comme  plus  haut,  que  pour  les 
valeurs  de  i  et  k,  non  supérieures  à  m,  on  doit  avoir 

(H,,H*)  =  0 (30 

On  trouvera  encore  trois  cas  à  examiner,  et,  en  outre,  un 
quatrième,  qui  avait  échappé  à  Bodr  et  qui  a  été  signalé  par 
•Mater. 

I.  Les  équations  (3')  sont  identiquement  satisfaites  pour  toutes 
les  valeurs  de  i  et  k,  non  supérieures  à  m.  Dans  ce  cas,  la 
méthode  de  Jacobi  exposée  au  §  19  conduira  le  plus  souvent  à  la 
solution;  dans  le  cas  contraire,  on  emploiera  celle  du  §  20. 

II.  On  trouvera,  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  i  et  de  k: 

(Hj,  Hj)  =  constante, 

(H., Hi)=  F  (ar. , . ..,x,„B,,  H, , ...,  H,„), 
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c'est-à-dire, 

(Hi,H/t)  =  F(a;.,.-..,a;„,0,0,0,...,0). 

Dans  ce  cas,  les  équations  (1 ')  n'ont  pas  de  solution  commune. 

III.  On  a,  pour  une  ou  plusieurs  valeurs  de  i  et  de  k , 

(H,-,  Hi)  =  f{Xi ,x^,...,x„,Pi,...,  p„). 

Dans  ce  cas,  on  ajoutera  les  équations  f=0,  au  système  pri- 
mitif, et  l'on  refera  pour  le  système  complété  la  même  discus- 
sion que  pour  le  système  primitif,  en  comprenant  le  4™"  cas  dans 
cette  discussion. 

IV.  Enfin,  il  se  peut  que  les  équations  (5')  soient  satisfaites, 
non  identiquement,  mais  en  vertu  des  équations  (!')  elles-mêmes. 
Cela  arrivera  toujours,  par  exemple,  si  les  premiers  membres 
des  équations  (!')  sont  dés  carrés  parfaits, 

h^=0,    hl  =  0,...,hl,=zO, 

puisque  chaque  terme  de  (H,,  H^)  contient  le  facteur  hih^.  Dans 

ce  cas,  il  faut  bien  recourir  à  la  méthode  du  numéro  précédent, 

pour  voir  lequel  des  cas  I,  II  ou  III  se  présente. 

Remarques.  I.  Soit  : 

H.„+,  =  (H„H*). 

On  aura,  par  le  théorème  de  Jacobi, 

(Hy ,  Bm+i)  =  (Hy,  (Hi,  Hi))  =  -  (H/,  (Ha,  H,))  -  (H*,  (Hy,  H,)). 

Si  l'on  a  déjà 

(Ha,H,)  =  0,     (Hy,H,),  =  0, 

on  aura,  sans  nouveau  calcul, 

(Hy,H,„4-))  =  0. 

II.  Que  l'on  emploie  les  équations  sous  l'une  ou  sous  l'autre 
forme,  en  tout  cas,  il  faut  que  les  équations  de  chaque  système 
considéré  soient  compatibles  algébriquement. 
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81.  Cas  spécial,  où  il  est  inutile  de  recourir  aux  équations 
p  —  ^  =  0  (*).  Supposons  que  l'on  ait  résolu ,  par  rapport  à  p, ,  p^, 
...,/?„,  leswi  équations  H=0  du  numéro  précédent, puis  que  l'on 
ait  remis  dans  ces  équations  ces  valeurs  de  Pi,Pi, ...  ,p„;  elles 
deviendront  des  identités,  et  l'on  aura,  par  suite  : 

SE      m  Sa.              SE    sp^ 
1 li^  ...  ^ —^  0, 

Sx       Sp^  Sx  Sp„  Sx 

équation  que  Ton  peut  encore  écrire  : 

SE      SE  S{p^-<p,)              SE    S(p„-^„) 
' —  ^=  — -i-  •••  -^  — « 

Sx       Spi         Sx  Sp„  Sx 

On  aura  de  même  : 

SE      SE  S(p,-^,)  _  SE    S{p„-à„) 


Sp       Spi         Sp  Sp„  Sp 

même  pourp  égal  à  p,,/îî,  ...,p„.  Donc 
s  -  ^*H,  SEk 

(H.,  Hi)  =  2 2  --  y-  (p,  -  ^r,  p.  -  h)' 
1     1    Spr  Sp, 

Résolvons  ces  équations  par  rapport  à  (p^  —  tp^,  p, —  i^,)  ;  le  déno- 
minateur de  la  valeur  de  ces  expressions  sera  le  carré  du  déter- 
minant 

H,,  H^, ... ,  Hm 

où  l'on  suppose  d'ailleurs />„  p^,  ...,p„  remplacés  par  leurs  valeurs. 
Si  ce  déterminant  n'est  pas  nul,  en  général,  les  équations  (H„  H^) =0 
ntraîneront  les  équations  [p^  —  i'r,p,  —  <p,)  =  0,  el,  par  suite, 
le  quatrième  cas  n'étant  pas  à  considérer  dans  l'analyse  du  nu- 
méro précédent,  on  pourra  se  servir  uniquement  d'équations  de 
la  forme  (H;,  11^)  dans  l'application  de  la  méthode  de  Bour. 
C'est,  en  particulier,  ce  qui  arrive  toujours  dans  le  cas  des 

(*)  La  remarque  de  ce  numéro  est  encore  due  à  Matck  (Math.  Ann.,  t.  IV, 
pp.  93-94). 
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équations  linéaires,  puisque  le  déterminant  D  ne  contient  plus 

82.  Exemple  (*).  Considérons  les  équations 

linéaires  par  rapport  à  pi  et  p^,  et  auxquelles  on  peut  par  consé- 
quent appliquer  la  méthode  du  n"  80,  sans  s'occuper  du  4°"^  cas. 

On  trouve 

(H, ,  Hj)  =  x^Pi  —  x^pi  -+■  Xgp^  —  Xtpf 
Posons 

Hj  =  ajip,  —  XtP3  -t-  iCsPs  -  x^Pt  =  0 . 

On  aura  : 

(H„  H^)  =- 2  (p.ps  -  a;,a;,)  =  - 2H,  =  0, 

(H, ,  H»)  =  -H  2  {p,p^  -  x,x,)  =  -t-  2H,  =  0. 

On  déduit  des  trois  relations  H4  =  0,  Hj  =  0,  H3  =  0,  les  deux 
systèmes  suivants  de  valeurs  pour /)i,  jpj,p3  : 


XjfXg 

Pi 

Pi 

-=^^ 

x^x^ 

Pi 

p^Xt 

x^ 

^5=  „ 
Pi 

Le  second  système  de  valeurs  s'obtient  en  permutant,  dans  le 
premier,  les  indices  2  et  3;  la  solution  de  la  question  dans  un  des 
cas  donnera  donc  la  solution  dans  l'autre,  par  la  même  permu- 

(*)  Ihschejvetskt,  n»  lOS,  pp.  133-136;  Collet,  pp.  44-47;  GaAii(Doa«E, 
n»  79-85,  pp.  77-85.  Nous  donnons  la  même  solution  qu'IrnscnenETSKY;  Collet 
en  donne  une  plus  compliquée,  en  partant  de  la  solution  commune  suivante 
des  équations,  répondant  au  second  système  de  valeurs  des  p  : 


/=ïja;,— x.xg  (^j  . 


Cette  valeur  est  trouvée  au  moyen  de  la  solution  Xt  —  x^x^x^p-^  de  la  première 
des  trois  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  à  intégrer.  Graindohcb 
reproduit  ces  deux  solutions  sous  une  autre  forme,  et  donne,  en  outre,  une 
troisième  solution  par  la  méthode  de  Lagrange,  une  fois  les  valeurs  de 
P,,Pj,  p,  obtenues.  Voir  un  autre  exemple,  plus  bas  (n»  93). 
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talion.  Prenons  le  premier  système.  On  devra  appliquer  la  méthode 
de  Jacobi  au  système  d'équations  linéaires  simultanées  : 

(Pi  -  x^xjp-',  f)  =  0,    (Pi  —  x,x^ji,  n  =  0 ,    (P3  -  p^ar^ir-',  /")  =  0 , 

où  /"est  une  fonction  de  x, ,  Xj,  X3,  x^  et  p^.  Les  deux  premières 
de  ces  équations  écrites  toutes  au  long  sont  : 

— --t--— XiX3P7*  =  0. 

Elles  ont  pour  solution  commune  6,  =pt.  Plaçons  cette  expres- 
sion dans  le  premier  membre  de  la  troisième  et  nous  trouve- 
rons une  seconde  solution  commune  aux  deux  premières,  savoir 
9j  =  p4Xf  *.  Il  n'y  en  a  pas  d'autre  distincte  de  0,  et  B^.  La  solution 
commune  aux  trois  équations  devra  satisfaire  ensuite  à  l'équation  : 

-^  =  —^ ,    ou     — i  =  — i . 

0,  &j  9,  X, 

Celle-ci  conduit  enfin  à  la  solution  commune 

Pt  =  ax^. 
On  déduit  de  cette  valeur  de  pt,  et  des  résultats  précédents  : 

Pi=— '     Ps  =  — '    Pi  =  fX„ 

a  a 

i 
dz  =  -  (a?jdx,  -I-  XjrfoTj)  -f-  a  (x^tfXj  -+-  x^Xi) , 

1 

s  =  -  XiXj  -+-  0X3X4  -+-  b . 
a 

Par  permutation  tournante,  on  trouve  une  autre  solution  : 

\ 

s  =  -  X,Xj  -4-  ffXjX^  -H  b . 

a 
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CHAPITRE  IV. 

MÉTHODE  DE  CLEBSGH  ET  DE  WEILER  POUR  L'INTÉGRATION  DES 
ÉQUATIONS  LINÉAIRES  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  AUXQUELLES 
CONDUIT  LA  MÉTHODE  DE  JACOBI  (*). 


§  22.    HédtMClion  d^un  syatèine  complet  d'équations  Unéaires  à 
un  «ygtètnB  de  JTacobi ,  ou  tfanaforwèalion  de  Clebach. 

83.  Propriété  d'un  système  complet.  Soit  un  système  d'équa- 
tions linéaires  aux  dérivées  partielles  homogènes  : 

A,z=0,    A,s  =  0,...,A;.3  =  0,.   .......  (1) 

où 

dz  dz  dz 

Pour  que  les  équations  du  système  donné  aient  une  solution  com- 
mune, il  faut  que  l'on  ait  pour  les  valeurs  de  i  et  de  A,  non  supé- 
rieures à  fi, 

(A,A,.  -AiAi)z  =  0, (2) 

comme  on  l'a  vu  au  §  1 7.  ^ 

Si  ces  relations  sont  identiquement  satisfaites,  Clebsch  appelle 
le  système  donné  un  système  de  Jacohi  ;  si  le  premier  membre 
des  équations  (2)  est  une  combinaison  linéaire  des  équations  (i), 
il  l'appelle  système  complet  et  nous  savons  que  dans  ce  cas  encore 
les  équations  (i)  ont  une  solution  commune,  comme  on  l'a  vu  au 
chapitre  précédent.  Enfin  si  les  équations  (2)  ne  sont  pas  satis- 

(*)  Clebsch,  Veber  die  simultané  Intégration  linearer  partieller  Diffe- 
rentialgleichungen  (Journal  de  Crelle ,  t.  LXV,  pp.  257-268),  pp.  257-266. 
Nous  n'avons  pu  consulter  le  mémoire  de  Weiler,  cité  par  Clebsch  (Sclilo- 
milch's  Zeilschrifl  fiir  Mathematik,  etc.,  t.  VIIJ,  année  1863,  p.  264). 
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laites  pour  toutes  les  valeurs  de  t  et  de  A-,  la  méthode  de  Bour 
permet  de  transformer  le  système  douné  en  un  système  complet, 
ou  de  voir  qu'il  n'a  pas  de  solution.  11  suffit  donc  de  considérer 
les  systèmes  complets  et  les  systèmes  de  Jacobi. 

Cela  posé,  soit  donné  le  système  complet  (i).  Soient  ensuite  : 

Ms  =  miA,r-»-  m,Aj3H -+■  myatAya2  =  0, 

N5  =  «jAj^  -4-  n,A,2  -H H  nuAuS  ^  0, 

deux  combinaisons  linéaires  des  équations  données.  Il  en  sera  de 
même  de 

On  a ,  en  effet , 

MNs  =  m^A^  (»iA,5  H-  HjAjS  -+- 1-  nftk/iZ) 

-♦-  m, A,  {nikiZ  ■+'  n^z  H v-  n/iA^z) 


•+■  ni/tAfi  (rijAiS-t-  ;ijAj3  H H  n/iAfiZ) 

=  (Mn,  X  A,:  H »-  M/lu  X  AoS)  -♦-  2in,-fuA{AtZ. 


Donc 


(MX  -  XM)  2=  2  (M«,  —  Xnii)  X  A.s  -t-  2m.«i  lA.A*  -  A*A,)  z. 

La  première  partie  du  second  membre  est  d'elle-même  une  com- 
binaison linéaire  des  équations  données;  il  en  est  de  même  de  la 
seconde,  à  cause  des  équations  (2).  Donc  enfin  : 

On  peut  remplacei'  dans  un  système  complet,  un  certain 
nombre  d'équations,  par  un  nombre  égal  d'autres  équations  qui 
sont  des  combinaisons  des  équations  données,  sans  qu'il  cesse 
d'être  un  système  complet. 

S4.  Réduction  d'un  système  complet  à  un  système  de  Jacobi. 

Soient 

"il"».  •••,«/», 

ft  fonctions  arbitraires,  et  déduisons  les  équations  : 

B,3  =  0,     B^  =  0,    Bs3  =  0,...,Bju2  =  0, (3) 
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des  relations  suivantes  : 

AjS  =AiMi.BiZ  -+- AjMj.BaZH h  A 

AjZ  =  AjMj.DiS  ■+■  AjUj.BjSH h  A 


A/J.Z  =  A/;tMi .  BiS  -+-  A/j,.u^ .  BjZ  H j-  X/^Uy. .  B^s .  ) 

Le  système  (5)  sera  un  système  de  Jacobi,  c'est-à-dire  que  l'on 

aura  identiquement 

(B,B*  -  BkBt)z  =  0 (3) 

Faisons,  en  elTet,  dans  les  équations  (4),  successivement  z  =  Wi, 

z  =  «2,  ... ,  z  =  M^.  On  trouvera ,  comme  il  est  aisé  de  le  voir  : 

BiMi  =  1,     BjM,=0,     BgM.  =0,...,B;,M,  =  0,.    .    .    .   (6i) 
Bi«2  =  0,     Bj?/s,  =  1,     B^u^  =0,...,BfjM^  =  0,.    .    .    .   (63) 

BiM/A=0,       B^U/j.=  0,       B^Uy.=  0,...,Bf,.Uy.=  l,.     .     .     .  (6y.) 

c'est-à-dire  : 

B.Wi  =  0,     BiUi  =  l (6) 

D'après  le  numéro  83,  (B,B^ — B^.B,)z  est  une  combinaison  linéaire 
des  expressions  Az,  ou,  d'après  (4),  des  expressions  Bz.  Donc  : 

(BjB;;.  -  BaB.)  z  =  C.BiZ  +  CjBgS  -+-  C3B3S  -i y-  C/jByZ  =  0.   .  (7) 

Faisons  dans  cette  équation  z  =  «< ,  z  =  u^, ... ,  z  =  w^  ;  il  viendra 

C,  =0,  Cj  =  0,...,  C^  =0, 

d'après  les  relations  (6,).  Donc  enfin  l'équation  (5)  est  identique- 
ment satisfaite. 

Corollaire^  Le  système  (3)  de  Jacobi  est  tel  que  l'on  connaît 
(^ —  1)  solutions  distinctes  de  chacune  des  équations  qui  le  com- 
posent, comme  le  prouvent  les  relations  (6). 

85.  Intégration  du  système  des  équations  Bz  =  0.  La  méthode 
consiste,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  à  chercher  d'abord  une 
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olution  de  la  première  équation,  puis  une  des  deux  premières, 
mis  une  des  trois  premières,  et  ainsi  de  suite.  Mais  la  solution 
^e  simplifie  à  cause  du  corollaire  du  numéro  précédent.  Suppo- 
sons, en  effet,  que  nous  ayons  trouvé  une  solution  Qj  des  {i —  1) 
premières  équations,  différente  des  solutions  connues  immédia- 
tement, savoir  î/,,  Wj+i, ...,  U/j..  On  posera  : 

e,=:BiOi,    es  =  BiOj,    etc. 

9j,  ôj,  etc.,  seront  encore  des  solutions  des  (t  —  1)  premières  équa- 
tions. Comme  on  ne  peut  trouver  plus  de  n  —  {i  —  i)  solutions 
communes  pour  {i —  i)  équations  à  n  variables  indépendantes,  on 
est  sûr  que  la  série  des  valeurs 

0j,  9j,  ...,0r,  M.-,Mi-H,...  ,M/i.    ........     (8) 

ne  peut  contenir  plus  de  w  —  {i — 1)  valeurs  distinctes;  r  est  donc 
au  plus  égal  à  {n  —  pi).  Nous  chercherons  ensuite,  comme  on  a  fait 
plus  haut,  une  fonction 

qui  satisfasse  à  B,z  =  0,  Pour  cela ,  on  devra  avoir 

„     dô  dô  dd  dO  db 

d^x  dO^  dQr  dUi  dUfj. 

A  cause  de  la  définition  des  9  et  des  équations  (6),  cette  équation 
auxiliaire  se  réduit  à 

d9  dO        ^   dQ  de 

où  Qr+t  est  une  fonction  des  autres  solutions  des  {i  —  i)  premières 
équations  Bz  =  0.  Ainsi  l'existence  des  équations  (6)  simplifie  la 
recherche  de  la  série  (8)  et  l'équation  auxiliaire. 

La  solution  complète  du  système  (2)  s'achève  par  les  méthodes 
indiquées  dans  le  chapitre  précédent. 


(  184  ) 


§  25.  méthode  de  IM^eite»'  pouf  l'itêtégfaHon  de»  »yg$étnea  d''équa- 
lionê  Uuéait'e»  siinullanée»  auac  défitcéea  partieMie»  auxquel» 
conduit  la  tnélhode  de  Jfacobi, 

86.  Notations  et  conventions  spéciales  pour  l'application  de 
la  méthode  du  ^précédent.  Pour  plus  de  facilité,  nous  écrirons 
comme  suit  les  systèmes  du  n*"  67  : 

AA  =  o,. (1,) 

A,H3  =  0,     A,H5  =  0, (1,) 

A,H,  =  0,    A,H,  =0,    A3H,  =  0, (1,) 

A,H„=0,    A,H„=0,    AsH„  =  0,...,A„_iH„  =  0,   .   (!„-,) 

et  les  systèmes  transformés  : 

B„H,  =  0, (!■) 

B„Hs  =  0,        B,,H,  =  0, (i;) 

B,3H,  =  0,        B„H,  =  0,        B33H,=0, (i;) 

B,,„_,H„  =  0,    B2,„-iH„=0,     B3,„_iH„  =  0,...,B„^i,„-iH„  =  0.  (i;_i) 

Pour  effectuer  la  transformation  de  Clebsch ,  nous  nous  astrein- 
drons aux  règles  suivantes  :  4"  Les  u  seront  les  mêmes  pour  le 
système  (1,_i)  et  le  système  (IJ,  sauf  que  l'on  prendra,  pour  trans- 
former (1,),  une  fonction  Mj  de  plus;  2°  Cette  fonction  w, sera  une 
solution  du  système  transformé  (4î_i);  3°  Les  systèmes  (1,),  (I2), 
(la),..,,  (l„_i)  n'étant  pas  indépendants,  mais  chacun  ne  différant 
du  précédent  que  par  l'addition  d'une  équation,  pour  transformer 
un  système  (1.)  quelconque,  nous  le  supposerons  remplacé  par 
(i'i-i)  auquel  on  ajoute  l'équation  AiH.+j  =  0. 

La  fonction  m,  est  arbitraire;  Ui, ... ,  u„-i,  sont  telles  que  l'on  a  : 

B,iMî  =  0, 

Bijt/s  =  0,     BggW,  =  0, 

B,sM<  =  0 ,     BjsM^  =  0,     B33«4  =  0 , 

Bj,n-2Mn-i  =  0,     Bi,n-iUi,-i'=0,    B3,n-2Mn-l  =  0, . . . ,  Bn-2,n-2Mn-t  =  0.  (2) 


(  185  ) 

On  aura  d'ailleurs,  comme  dans  les  transformations  du  para- 
graphe précédent , 

Bii"i  =  1,    BjjU,  =  1,...,  B,_i,,_iu»_i=  1, 
B.jU,  =  1,    B,5M,  =  1,..., 
Bw«i  =  l.    BmW»  =  *,•-, 


Bi,._iu,  =1,     Bî,.u,=  l, '      -  (3) 

87.  Transformation  de  Weiler.  Les  formules  générales  de 
transformation  sont,  pour  le  système  {!,),  quand  on  n'emploie  pas 
la  dernière  convention  du  numéro  précédent,  en  faisant  Hi+i  =  Zj 

A,s     =AiMi   Bi,:  +  A,Wj    Bi-H h AiU,_|B|_i,i2    +Âjti{  Bi,iï, 

AjZ    =A,Ui   B),3-+-AjM,    Bîi^H H A,fii_iBi_i,iS    -t-A,Mj  Bi,iS, 

Ai-42=A,-|0,B|,s-*-A,-iu,Bî,s  h -+- A,-_|tt._iB,_i,,s-H  A,_itt,B,,i5, 

ka     =AiUi    Bi.:;-4-A,Uj    Baz -i f-A,ii,_iBi_t,,z    -f-AjU,-    Bj^.  (4) 

Les  (i  —  1  )  premières  de  ces  relations  deviennent  : 

Bi,  i-iz  =  Bi.i-tUiBjjZ  -t-  Bi,<_iUjB4i3  -t-  ••• 
•*-  B|,i_iu<_iBj_i,  jS  -+-  Bi,  .-iw.B^iS, 
Bj,j_iZ  =  Bs,i_iUjBt,3  H-  Bi,,_,u,Bj,z  -♦-  ••• 
H-  Bî,  ,_j«,_iB,_i.  ,s  -H  Bî,  i-iUiBi^z , 


Bi-i,»-iS  =  B,_i,f_iUjBifS  +  B,_i,,_iUjBï,s  h 

-♦-  B,_i,i_iu,_iB._ij3  -+-  B._i.  ,_iu,Bj,,z  ; 

si  nous  y  introduisons  la  dernière  convention  (n°  86 ,  3*).  Les 
conventions  relatives  aux  u  donnent  ensuite,  d'après  les  rela- 
tions (2)  et  (5) , 

Bi,i_i2  =  B|,iZ, 


Bi-ï,  i-  iZ  =  Bi-i,  ,s , 

B,_i,,_iz  =  B,_i,,3-t-B,-i.._iu<Bi,j3 (5) 


(  i86  ) 

Donc  le  système  (1-)  est  le  système  (1î_i),  dont  on  a  retranché  la 

dernière  équation,  et  auquel  on  ajoute  deux  nouvelles  relations 

Bi_,,,z  =  0,  Bi_^z=^0,  déterminées  par  les  équations  (4)  et  (5). 

On  peut  donc  représenter  comme  suit  le  système  transformé  : 


DiHh-j  =  0,    DjH„_i  =  0, ...,  C„_2H„_i  =0, 

D,H„     =0,    D,H„     =0,...,D„_2H„   =0,    C„_iH„  =  0. 

Les  opérations  désignées  ici  par  C  et  D  sont  déterminées  par  les 

équations  : 

C,_,F  =  D,_iF  -+-  C,_iWiCiF, 

A,F  =  A(«i .  DiF  H h  AiM<_  jDj-iF  -t-  XiUidF. 

Au  lieu  du  nombre  d'intégrations  indiquées  au  n°  77,  il  suffit, 
par  la  méthode  de  Clebsch  et  de  Weiler,  de  chercher  wie  intégrale 

de  1  équation  différentielle  d'ordre  2n  —  2  pour  trouver  H,, 
de  2  équations  différentielles  d'ordre  2n  —  4  »  »  Hj, 
de  2  »  »  «  2n  —  6      «        »      H4 , 

de  2  équations  différentielles  d'ordre  2  pour  trouver  H„. 

Toutefois  il  importe  de  remarquer  que  la  simplification  ne 
sera  aussi  grande  que  si  les  nombres  analogues  à  r  dans  le  para- 
graphe précédent  ont  toujours  leur  valeur  maxima.  Dans  le  cas 
contraire,  la  simplification  s'arrête  parce  que  l'on  ne  trouve  plus 
des  fonctions  m  en  nombre  suffisant  pour  l'efTectuer  complète- 
ment. 


(   187  ) 
CHAPITRE  V. 

MÉTHODE  DE  KORKINE  ET  DE  BOOLE. 

[§  -24.  Méthode  de  giofhintf  (*). 

S8.  Idée  générale  de  la  méthode  de  Korkine.  Dans  la  méthode 
de  Clebsch  et  de  Weiler,  comme  dans  celle  de  Jacobi  et  de  Bour, 
les  systèmes  d'équations  simultanées  sont  traités  absolument  de  la 
même  manière  qu'une  équation  unique,  à  laquelle  on  serait  par- 
venu d'adjoindre,  par  bonheur,  sans  calcul,  des  relations  entre 
les  variables  x,  les  dérivées  partielles  /),  et  des  constantes  arbi- 
traires. Il  n'y  a  aucune  différence  entre  l'intégration  d'un  système 
d  équations  simultanées  et  l'achèvement  de  l'intégration  com- 
mencée d'une  équation  unique. 

Dans  les  méthodes  de  Korkine,  de  Boole  et  de  Mayer  que  nous 
exposons  dans  ce  chapitre  et  le  suivant,  on  part  encore  des  idées 
de  Jacobi,  mais  de  plus,  on  élimine  une  variable ,  chaque  fois 
que  l'on  parvient  à  intégrer  une  des  équations  simultanées.  La 
méthode  de  Korkine  s'applique  aux  équations  quelconques,  celle 
de  Boole  aux  équations  linéaires  générales ,  celle  de  Mayer  égale- 
ment, et  de  plus,  spécialement  aux  équations  linéaires  auxquelles 
conduit  la  méthode  de  Jacobi.  La  méthode  de  Mayer  contient  en 
outre  une  autre  idée,  empruntée  à  la  méthode  de  Cauchy,  savoir, 
celle  de  l'introduction  des  valeurs  initiales  des  variables,  comme 
constantes. 

,'/  Korkine,  Comptes  rendus  de  l'Académie  des  sciences  de  Paris,  t.  LXVIII, 
pp.  1460-1464, 1869,  1"  semestre.  Noos  supposons  que  l'on  fait  disparaître 
la  variable  s  des  diverses  équations,  ce  qui  simplifie  considérablement  les 
calculs.  La  méthode  de  Korkine  est  la  seconde  méthode  d'abaissement  de 
BocR,  commç  il  le  dit  lui-même.  Le  §  24  tout  entier  a  été  ajouté  au  Mémoire 
primitif,  en  1874. 


{  188  ) 
Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  générale  de  Korkine,  Soient 

ft{Xi,...,Xn,P„...,Pn)  =  ai, (J») 

f,n{Xi,...,Xn,Pi,..-,Pn)  =  am, (!».) 

m  équations  simultanées  qui  satisfont  identiquement,  pour  les 
valeurs  de  ^  et  k,  non  supérieures  à  m,  à  la  condition 


(A-,A)  =  o    ou    2 
Intégrons  l'une  des  équations  (1) ,  par  exemple  (1^)?  et  soit 


Sx      Sx 
Sp'    Sp 


(2) 


z-^u  =  F  {Xi,...,Xn,yi,...,yn-i), 


(5) 


l'intégrale  complète  trouvée,  u,yi,  ...,  y„_i  étant  les  constantes 
arbitraires.  On  sait,  parle  n°  15,  que  u  accompagnez,  comme 
nous  le  supposons  ici.  La  relation  (3)  donne  : 


SF 
Sxi 


,Pn 


S¥ 

^X„r 


(4) 


Si  l'on  suppose  que  u  soit  une  certaine  fonction  des  quantités  i/, 
on  déduira  de  l'intégrale  complète  (3)  une  intégrale  générale,  si 
l'on  y  adjoint  les  relations, 


9i  = 


où 


SF 
du 


,qn-f 


SF 


oyn-\ 

du 


(3) 


dyy  dyn-i 


Dans  la  méthode  de  Korkine,  on  se  propose  de  déterminer  la 
forme  de  la  fonction  u  en  yi, ... ,  î/„_i,  de  manière  que  l'intégrale 


(  189  ) 

générale  de(l„)  dont  nous  venons  de  parler,  satisfasse  aussi  aux 
autres  équations  (i,),...,  {i„_,)  du  système.  Pour  cela,  déduisons 
des  équations  (4)  et  (5)  les  valeurs  de 

en  fonction  de 

yt.y». •••, î/«.-»>a;„,9i,  ... g—i, 

et  substituons-les  dans  les  équations  (i).  La  dernière  deviendra 
une  identité,  puisque  les  équations  (3),  (4)  et  (o)  donnent  une 
intégrale  générale  de  (!„,).  Les  autres  se  transformeront  en  un 
système  de  (m  —  l)  équations  simultanées  entre  yi,  î/i,  •••»  y«-i.- 
qi,  ...,  qm-ii  jouissant  des  deux  propriétés  suivantes  {*)  ; 

i"  Elles  ne  contiendront  plus  la  variable  x„; 

2°  Elles  satisferont  à  des  conditions  d'intégrabilité  analogues  à 
l'équation  (2) ,  par  rapport  aux  quantités  y  et  q. 

On  déduira  de  ce  nouveau  système  de  {m  —  1)  équations  con- 
tenant (n  —  i)  variables  indépendantes,  un  troisième  système  qui 
contiendra  une  équation  et  une  variable  de  moins,  et  ainsi  de 
suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  équation  unique  contenant 
(n  —  »j)  variables  indépendantes. 

La  méthode  générale  se  simplifie  un  peu,  quand  quelques-unes 
des  quantités  p  manquent  dans  l'équation  /"„  =  0. 

89.  Démonstration  de  la  première  propriété  du  système  trans- 
formé (**).  Soit,  après  l'élimination  de  x,, ...,  a:,_, ,/?,,  ...,p„, 


P(y„...,î/._i,a;„,9i,...,g»_i)=/;-^aJi,...,a;„,— ,...,— I 


dft    dx.  dfi    da;n-i      dft       êf 

J. L^ H '. |_-i —0. 

dXi  dXn  dXm-i   dx,i        dx„     Sx^ 


(*)  Toutes  les  méthodes  où  l'on  procède  par  élimination  conduisent  à  des 
propriétés  semblables.  On  en  a  déjà  vu  un  exemple  à  propos  de  la  méthode 
de  Pfaff  (n»  43).  Les  recherches  de  Lie  rendront  probablement  inutiles  toutes 
les  démonstrations  analytiques  des  théorèmes  de  ce  genre. 

(**)  KoRKi>E  énonce  les  propriétés  en  question  sans  les  démontrer. 


(  190  ) 
De  mêmej  des  équations  (5),  on  tire 


^«F     dx^  J^F       dx„-i  PF 

H \--:r—. : «-  :^-t =0, 


^^y^êXi    dXn 


Sxj^^Sx„-i       dXn  ^lliSXn 


S^Y      dx^ 


S'^V  dXn-l 


J*F 


Syn-iSx^  dXn  Sy„-iSx„-i      dXn  Sy„--\SXn 

L'élimination  de  ^S  •••  >  ^~\  entre  ces  équations,  conduit  à  la 
relation 


dfi                       dfi 
)      •••)       

dXi  dXn-l 


é^F 


S*F 


d/) Jy_ 

dWn  SXn 

S^F 


Sy^^Xi  Sy^SXn-i  ^yi^Xn 


ê^F 


S^F 


S^F 


Syn-iSx^  Syn     iSXn-t        Syn-iSXn 


=  0. 


Multiplions  les  colonnes  de  ce  déterminant,  respectivement  par 

Sp^      Sp^  Sp„  ' 

et  ajoutons-les  à  la  dernière;  remarquons,  en  outre,  que 

<?/•„    S^F  ?[„,     PF 


^fm  dpi 
SPi  dyi 


Sp„  SyiSXn 


=  0, 


^Pn  dyi 


puisque  /„  est  identiquement  nul,  après  substitution  des  valeurs 
(4)  des  quantités  />,  et  posons  : 


dXi  dpi 


dx„  ^p„  ' 


(191  ) 


il  viendra 


dXn-i  '  SXn 

<^F 


^'Jl^Xn 


ê*F 


J«F 


=  0. 


D'où,  chaque  fois  que  le  déterminant 
^9,,...,g.- 1 

ne  sera  pas  nul,  ce  qui  est  évidemment  le  cas  général, 

_  ^^ 

~  SXn 

Or,  U  est  nul  d'après  l'équation 

(/i,/"m)  =  0. 
comme  on  va  le  voir.  En  effet,  on  a  : 


Sxk  1=1  ^Pi  SxiSxk 


Par  conséquent. 


0  =  {A,/-„)=2 


Sxk 

SU 
Spk 

Sx, 
Spk 


ISU      J'F     ^         ^   J/-,.     S*¥    \ 
•t        V<Jpi  Sxjxi  Sp^  Sx^SXk) 


SPn 


(  492  ) 
Ordonnons  la  somme  du  second  membre  par  rapport  à 


ip,       ^p^ 


l'équation  précédente  deviendra 

^Pi  \Ja-i      ^Pi  ^xl  '*'  Sp^  ^xjxj  "*" 

Sp^y^Xn        Sp^Sx^SXn  SpnSxlj~     ' 

OU,  en  abrégé, 

Spi  dXi  Jp„  dXn 

c'est-à-dire 

U  =  0. 
Donc  enfin,  on  a  aussi 

dXn 

c'est-à-dire  que  les  équations  transformées  ne  contiennent  plus  x„. 

90.  Démonstration  de  la  seconde  propriété  du  système  trans- 
formé. Considérons  deux  des  fonctions/",  par  exemple,  f^  et  fi  et 
soit  posé,  pour  plus  de  facilité,  après  élimination  des  x,  au 
moyen  des  relations  qui  donnent  les  quantités  q, 

A  ^Xi,...,Xn,  — >••"—]  =î'(j/j,...,y„_,,g^,...,çf„_,), 

/  ^F  JF  \ 

fç,  \^Xi,...,Xn,~^'-->j-\  =^(yi,...,2/„_i,9i,...,g„_i). 

En  remplaçant  dans  le  second  membre  de  ces  égalités  les  quan- 
tités 7,  par  leur  valeur,  on  obtiendra  les  identités  suivantes  : 

/  ^F  SF  \  I  ^F  ^F   \ 

(  SF  SF\  I  SF  ^F    \ 


(195  ) 

On  déduit  immédiatement  de  ces  identités,  en  dérivant  par  rap- 
port à  une  quelconque  des  variables  y  : 


^u 


Sq^  Sy 


Sf    Sqn-i\       Sfi   Spi 


Sqn-i     Sij 


/        Spi    Sy  Spn 


Par  suite,  dans  l'expression 


^^_Pn 

^Pn  Sy  ' 
Sp„  Sy 


S^ 

S^ 

Syi 

Syi 

^? 

S'P 

Sqi 

Sqi 

entre ,  avec  le  signe  — ,  la  somme  suivante  de  déterminants 


Sf     S^F 


Sqi  SytSyi 

S<p     S^F 


S't>        J*F  Sf 

Sqn-i  Syn-iSyi'    Sqi 

S^        S^F         S^ 


SQi  Sy^Sy^  Sq„_^  <îy,_i(Jy,-      % 

Or  cette  somme  est  nulle ,  car  la  quantité 

S*F 
est  multipliée  par 


SykSyi 


Sf  S<;j        Sf  Ji 
Sqt  Sqi       Sqi  Sq^ 

dans  le  déterminant  correspondant  à  l'indice  i;  mais  la  quantité 

S'F 


est  multipliée  par 


SyiSyk 

Sf  Srp  Sf  S<p 

Sqi  Sqt        Sqi  Sqi 


dans  le  déterminant  correspondant  à  l'indice  k.  Donc  tous  les 
termes  se  détruisent  deux  à  deux. 

14 


{  iU  ) 
Il  résulte  de  là  que  la  quantité  (y,  </-)  est  égale  simplement  à 


i=n  —  l 


Sf,   SPn 

S^ 

spn  Sy* 

Sqi 

Pour  démontrer  le  second  théorème  de  Korkine,  il  suffit  de  mon- 
trer que  cette  expression,  que  nous  représentons  en  abrégé,  par 


,      S'? 
iqi 


^f/i 
est  nulle. 

Pour  cela,  il  faut  trouver  -||-.  ,  |^,  et  exprimer,  en  outre,  que 
la  substitution  est  telle  que  /i  et  f^,  après  la  transformation,  ne 
contiennent  plus  ar„. 

Pour  trouver  —  ,  dérivons  par  rapport  à  q  les  valeurs  des  fonc- 
tions y,/)i,  ...,/>„,  7i,  •..,  </n-i,  comme  suit: 


Sqi      SXi  dqi 

Sp.  dx, 
0  =  —  — -. 

SXi  dqi 


Sfi    dxn-i     Sft  dpi 


Sx„-i     dqi        Spi  dqi 
Spi     dxn-i       dp  y 


Sxn-\     dq^         dqi 


Sfi    dp„ 
Sp„  dq^ 


Sp„  dx. 
SXi  dqi 

Sq.  dx, 
dXi  dqi 

Sq^  dx, 
Sxi  dqi 


SPn      dXn-i         dp„ 


Sx„-i     dÇi         dqi 
Sq^     dx„-i 


Sxn-i     dqi 
Sq^     dx„-i 


Sx  „-i     dq^ 


Sxi    dqi 


iqn-l    dXn-l 

Sxn-i     dq^ 
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On  déduit  de  là ,  par  élimination  des  dérivées  des  x  et  des  p,  par 
rapport  à  ^j, 


0»     a  '•• 


^x,  Sx»—i 


<?P„ 


^Xi  Jx, 


Jg, 


àqn 


'  dXj  ^Xn-I 


0, 


0, 


ôq^ 


Sq,-i  Sq^-t 


àXi 


^X»-i 


1:...,         0 
,         0,...,-l 

.      0,...,      0 
,     0,...,     0 

,      0,...,      0 


=  0. 


En  multipliant  la  première  colonne  par  ^,,  puis  ajoutant  tous 
les  déterminants  semblables,  obtenus  en  remplaçant  4^,  par  y|-» 
4^, ....  on  trouve  un  nouveau  déterminant  nul  et  ne  différant  du 
précédent  qu'en  ce  que  la  première  colonne  est 


1^ 

r«. 

?' 

0, 

JA 

_l_  ... 

^Pn 

* 

^Pl 

-u  ... 

.     'f* 

^Pn 

^Pt  ^U'-t 


^Pn  ^y—i 


tandis  que  les  autres  colonnes  restent  les  mêmes. 

Multipliant  les  lignes  du  déterminant  ainsi  obtenu,  à  partir  de 
la  seconde,  respectivement  par 


^p. 


^. 
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puis  ajoutons-les  à  la  première  ligne;  celle-ci,  à  cause  de  l'équa- 
tion suivante,  déduite  de  (6,), 


(7) 


Sh  _^su   Sp,_^       ^Sf,    Sp„  \ 

Sx,     Spi  Sxi            Spn  Sxi  r 

_  Sf    Sq,                    Sf     Sqn-i       \ 

Sq^^  S  Xi                Sqn-i    SXi         j 

n'aura  que 

son  premier  élément  non  identiquement  nul.  Cet  i 

ment  sera 

UqiVpi  ^'Ji           ^Pn  ^yJ     j 

'  ■ > 

Sf     ISf,     Sp,     ^          ^    Sf,     Sp„\}\ 

A  cause  de 

Spi          S'?          Sq, 

Syk        SXiSijk        SXi 

(«) 


la  partie  de  cet  élément  précédée  du  signe  — ,  peut  s'écrire 


Sf^    iSf    Sq,  ^ 
Spi  [Sq,  Sx, 

s?    Sq„^i\ 

Sq„-i   Sx,  I 

_^  ^A    /^F    <?7.  ^ 

^Pn    VQl    ^X„ 

Sf    Sq„  \ 

lous  donne  encore 

,  au  lieu  de  cett 

Sp,  \Sxi       Sp,  Sx, 

Spn   SXij 

sh  (SU  _^  Sf,  sp, 

Spn   SxJ 

Sp„  \SXn         Spi  SXn 

te  déterminant  dont   l'expression  (8)  est  le  ])remier  élément, 
étant  nul,  et  les  autres  éléments  de  sa  première  ligne  étant  des 
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quantités  nulles,  ce  premier  élément  doit  être  nul  lui-même.  Donc 
enfin, 

2à  ~r~  fa  —  2i  ~ ; *"  ^^ 


Sqt  )  ^Xi  Spi        1  1   Spi  Spi  ?XiiXk 

On  trouvera  de  même  : 


i   Sqi  I  Sxi  Spi        1  1  Spi  dpt  SXiSxk 

Soustrayant  la  première  de  ces  égalités  de  la  seconde,  il  vient 

ce  qui  constitue  la  seconde  propriété  du  système  transformé. 

On  remarquera  que  nous  n'avons  pas  exprimé  explicitement 
que/',  et/i,  ne  contiennent  plus  a;„  après  la  transformation.  Mais 
on  le  suppose  implicitement,  en  employant  les  équations  (6)  (*)]. 


1^^ 


§  25.  Éqtêftioms  linéaire»,  .fiélhode  fie  Êtoole  (**). 

91.  Forme  spéciale  des  équations  linéaires  et  de  leurs  condi- 
ns  d'inlégrabilité  ("*).  Soient  à  considérer  m  équations  linéaires  : 

Hi  =  6,iPi  +  ^ijPî  H h  6,,nPs  =  0, 


(*)  KoRKi.'^R  conclut  de  ces  deux  théorèmes  que  le  système  donné  à  une 
solution ,  avec  {n-*-i  —  m)  constantes.  La  réciproque  est  plus  facile  à  démon- 
trer, en  s'appuyant  sur  la  théorie  de  Jacobi  et  de  Bour,  comme  il  est  facile  de  le 
voir.  Dans  cet  ordre  d'idées,  les  grandes  et  pénibles  démonstrations  que  nous 
donnons  ici  deviennent,  inutiles. 

(•*)  BooLE,  Treatise,  etc.,  Supplément,  ch.  XXIV,  pp.  68-69;  cb.  XXV, 
pp.  74-89.  Collet,  Annales  de  l'école  normale,  t.  VII,  pp.  47-37. 

(•**)  Voir  sur  ce  sujet, outre  les  précédents,  Iiscbesetskt,  §  24,  pp.  136-141. 
•Ni  cet  auteur,  ni  Grai.idobge  n'exposent  la  méthode  de  Boole. 
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où  entrent  (m-»-  n)  =  N  variables  indépendantes, 

X^  .  X^j , ,.,  X„i ,  Xm  + 1  j  • . .  j  X^  , 

et  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  ces  variables, 

Nous  pouvons  déduire  des  équations  données  m  autres  relations 
dont  chacune  contiendra  une  seule  des  m  premières  dérivées. 
Pour  plus  de  symétrie  nous  représenterons  les  variables 

Xm-hi  )  Xm+i,  •••)  Xs, 

par 

et  les  dérivées  correspondantes  par 

Cela  posé,  les  m  nouvelles  équations  seront  de  la  forme  : 

AjZ  =  Pt  -t-  Otiîi  •+■  «1272  -1 i-  ai,nqn  =  0. 

Aj3  =Pï  -4-  021^1  -+-  a^a^a  H h  ai,„q„  =  0, 


X„z  =  prr.-i-  a,n,,qi-i-a„,,iq^-i ■+■  am,„q^  =  0. 

Les  conditions  d'intégrabilité,  comme  on  le  sait,  par  le  §  17, 
sont  toutes  de  la  forme 

(A,A,.  -  A*A.)2  =  0, 

ou  encore,  en  développant  : 

g,  (A.aii  —  Aao,!)  +  g,  i^i^ki  —  ^kai■2)  -h  •••  ■+-  q„  (A,aA„  —  AiO,»)  =  0. 

Il  sera  facile,  au  moyen  de  cette  formule,  de  chercher  les  condi- 
tions d'intégrabilité  et  de  compléter  le  système  des  équations  don- 
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nées,  jusqu'à  ce  qu'il  ait  pris  une  forme  telle  que  l'on  puisse  y 
ippliquer  la  méthode  d'intégration  de  Jacobi  et  de  Bour. 

92.  Transformation  des  équations  linéaires  {*).  Prenons  de 
nouvelles  variables  indépendantes 


On  aura 


Ui,U^,  ...,Ux. 

dz  dUi  dz   du's 

du,  dJCi  dun  dXi 


dz  dui  dz   dws 

du,  dXm  d«s  da;„ 


dz  dUj 

q,  = -+-  • 

^        du,  dy. 

dz  dun 
du:n  dy. 

dz   dui 

dz  rfus 
duy  dyn 

Substituons  ces  valeurs  dans  les  équations  Az  =  0,  elles  devien- 
dront : 

dz  dz 

h,z  =(A,w,)-— -t-..-  +  (A,Us)-— =  0, 
du,  aw>- 

dz  dz 

k^z  =(A,tt,)-— H h(AjUs)— -=0, 

du,  dum 


A,„s  =  (A„«,)  -1-  -f. ...  +  (A„Ms)  T^  =  0. 
du,  dun 

On  peut  simplifier  ces  équations  et  leur  rendre  la  forme  des 
équations  A^  ^  0,  en  posant  : 

'(=x,,  u,  =  a;j,...,  u„i  =  x„,  u„+iz=v„  u«+s  =  »»,...,  «s  =  On- 

(*)  On  pourrait  démontrer  que  le  système  transformé  satisfait  aux  con- 
ditions d'inlégrabililé;  mais  la  chose  est  inutile  (voir  la  note  de  la  Gn  du 
numéro  90) ,  d'autant  plus  que  la  méthode  même  suppose  l'existence  d'une 
solution  z  contenant  (n-t-  1)  constantes  arbitraires. 
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Les  équations  transformées,  à  cause  des  relations 


A„a;i  =  0,  A„a;2  =  0,...,A„a;„  =  l, 
deviennent: 


dz 
dv„ 


I  d^\       / .      N  ^^  , .      .   dz 


(  dz  \         .         ds  ds 

Il  est  facile  de  faire  en  sorte  que  les  {m  —  1)  dernières  de  ces 
équations  ne  contiennent  plus  explicitement  x,.  Supposons  que 

constituent  avec  Xj ,  0-3, ... ,  x„,  les  (m  h-  «  —  i  )  solutions  distinctes 
de  la  première  équation  AiZ  =  0,  de  telle  sorte  que 

Ait>i  =  0,    AjVg  =  0,  ...,  AiV„  =  0. 

L'un  quelconque  des  coefficients  des  {m  —  I)  dernières  équations, 
AjV,  par  exemple,  sera  une  solution  de  Ai2  =  0;  car,  d'après  le 
théorème  de  Jacobi  : 

A^Ag^i  =  AjAjU  =  AjO  =:  0. 


(*)  Nous  avons  employé  des  parenthèses  pour  indiquer  qu'il  y  a  une  diffé- 
rence entre  les  p  et  les  ~  qui  entrent  dans  les  équations  dont  nous  nous  occu- 
pons ici.  Si  s  était  exprimé  au  moyen  deXi,Xi,...,Xn,Vi,v^,...,v„,on 
aurait 


(r)  =r  • 

\dx/        dx 

suivant  les  notations  que  nous  avons  adoptées. 
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Donc  AiV  est  une  fonction  des  solutions  x^^x^,  ... ,  x„,  Ui, ... ,  u„. 
La  première  équation  se  réduit  dans  le  cas  actuel  à 

ce  qui  prouve  que  le  changement  de  variable  a  fait  disparaître 
explicitement  x,  de  la  valeur  de  z. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  substitution  des  variables 

a7( ,  ajj , . . . ,  Xn  )  ^1  )  ^2  )  •  •  •  ?  Wn , 
à 

•^1  >  ^îi  •••■>   -^m )  Vu  Vî'  •••y  Vn  i 

transforme  le  système  donné  desm  équations  à  (m  ■+-  ?î)variables, 
en  un  système  équivalent  de  (m  —  i)  équations  à  (m  —  i  -4-  «) 
variables  et  de  même  forme. 

On  pourra  effectuer  une  transformation  semblable  sur  le  nou- 
veau système  et  de  proche  en  proche  arriver  à  une  seule  équa- 
tion linéaire  à  (n  m-  4)  variables. 

93.  Exemple  (*).  Soit  proposé  d'intégrer  le  système  suivant  : 


^       „  du  ,      dv 

^jvl  ' h  xlœ. xlv  =  0 , 

(tej  dx^ 

dv  dv 

2Xi Xt v  =  0, 

dx^  dx^ 

^  dv  dv  

*  dx^  *  dx^ 


{*)  Collet,  Annales  de  l'école  normale,  etc.,  §  10,  pp.  53  57.  Les  équations 
ne  sont  pas  homogènes  par  rapport  aux  quantités  p  comme  dans  la  théorie 
générale ,  mais  il  est  cbir  que  cette  circonstance  ne  complique  en  rien  les 
calculs. 
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Méthode  générale.  Posons  v  =  e',  ce  qui  fera  disparaître  v  de 
l'équation;  on  aura  : 

Hj  =  2a;,a;4p,  +  xlx^p^  —  a;|  =  0 , 

H,  =  2a;,p, -a;,?}^- 1  =  0, 

Hj  =  a;,a;^p3  -i-  x^x^x^J)^  —  x^Xs  =  0 . 

On  trouve  aisément  : 

(H„H,)  =  0,     (H„H3)  =  0,     (H3,H,)  =  0. 
On  tire  des  équations  données  : 


CC-                        o/- 

Pi  — 

P2  = 

Xi                        1 

Pz  =  - 

XiXg                XiX^ 

Les  équations  auxiliaires 

(Pi-^,/')=o,  {p,-'p,,n=o,  (p,-^3,/')=o, 

sont: 

^f  x:      Sf  xl  Sf 

^  "^  2^  ^  "*"  2^ ^'^*^*  ~^^^'^*^' 

Sx^        20;,  J~a;4         23;^  t^p^         '  , 
Sf        x^x^  Sf        x^x^  Sf 

H —    H -.{X.p.—%  =0. 

Sx^       x^Xi  SXi        x^xl  Spi 

La  seconde  de  ces  équations  admet  la  solution. 

e,  z=:  p^Xi  . 

En  substituant  cette  valeur  dans  le  premier  membre  de  la  troi- 
sième équation  à  la  place  de  /",  on  trouve  une  autre  solution  : 

Sa^ja^s 
6s  = T{XiPi  —  \). 
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Faisant  la  même  chose  avec  e^,  on  trouve  une  troisième  solution 


Une  fonction  9  (X3,  61,^2)  sera  aussi  une  solution  de  la  seconde 
équation;  pour  satisfaire  à  la  troisième,  il  faudra  que  l'on  ait  : 


df)      de         de  de      de         de  &, 

\ ô,  H 9î  =  0     OU     -—4 6jH-- ^  =  0. 

d^s       dOj  de,  doTs      d6i  de,  Xj 


Cette  équation  a  pour  solution  : 


e'  =^  =  e  _  ^fti^fPini) 


On  trouve  une  autre  solution  commune,  en  portant  cette  valeur  B\ 
dans  la  première  des  équations  auxiliaires.  Il  vient  Bl  =  ^\  :  x,. 
Une  fonction  e(x,,e',)  sera  une  solution  des  trois  équations,  si 
l'on  a  : 

db      de  e;  _ 
Donc  enfin  la  solution  commune  sera 


On  trouve  alors  : 

p,  =  — ax!,    Pj  = \-ax\,    Ps=  —  âcuTi^s,    p4= nâoaîja;,, 

3  =  16  -H  a  (XjX*  —  XiX\)  -4-  la:,a;4, 

Méthode  de  Boole.  Soit  z  =  0 ,  la  solution  commune  des  équa- 
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lions  données.  On  aura,  d'après  la  transformation  du  î\°  2,  au 
lieu  des  équations  données,  en  faisant  v  =  x^, 

^      „dz  dz  dz 

^  *  dxi        "  *dXi        '    '^dXs 

dz  dz  dz 

k^z='2x2- a;4— --t-aîs-— =0, 

dx^  dXf  dXs 

^  dz  dz  dz 

AjS  ^  X^X^  -—        H  XlX^X^  —        V-  XiX^Xg  -      =  U. 

ax^  dXf  dXr, 

La  première  de  ces  équations  a  pour  solutions  : 

Mj    =  ,    U^    =  (Tj  ,  Wj  =  iTj  ,  M^   = 


Prenons  pour  nouvelles  variables  «j,  Uy,  u^,  Wj,  Ui,  et  le  système 
se  réduira  aux  deux  équations  : 

dz  dz        .         dz  dz  dz 

(A^a;,)  -—  -I-  (A^Mi)  -—  -t-  (AjUj)  -—  -t-  (A^Mj)  -—  -t-  (Ajî*^)  -7—  =  ^- 
dx^  du^  du^  ««3  du^ 

dz  dz       ,  dz        ,^        dz  dz 

(K^i)  -r-  +  (A3W1  -T-  -H  (Astg  ■—  +  (A3M3)  -—  -4-  (A3M,)  -r-  =  0 
diCj  dUi  oMj  a«s  a»« 

Mais  on  a  : 

AgO;, ^0,  Ajî<i=:2wi,  k.^u^-=^x^,  AjU3  =  0,         AjM^zt: — 2«4, 
Asa;i  =  0,  A3Ut  =  0,      A3M2  =  0,      A3M3  =  a'aa;*,    AjM^^O. 

Le  système  devient  donc  : 

dz  dz  dz  du 

i<i ha;j w^— —  =0,     —  =  0. 

dUi  dajj  aw4  da^j 

On  trouve  comme  solutions  distinctes  de  la  première,  les  fonc- 
tions 

^     _Wl  _ 

Zi '       Zj  ^2^4, 

qui  satisfont  aussi  à  la  seconde.  Il  en  sera  de  même  de 

u, 

-^  =  F(x,Ut), 

Xa 
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qui  donne  l'intégrale  la  plus  générale  du  système  des  équations 
données ,  savoir  : 

ajj  ou  V  =  x^Xi  F  {x^x\  —  XiXl). 

Ce  résultat  s'accorde  avec  celui  qui  est  donné  par  la  méthode 
générale  (*). 

(*)  Collet  (Annales  de  l'école  nom.,  p.  b7)  traite  encore  les  exemples 
suivants  : 

Intégrale  générale  : 

z  =  F  (x\  +  x\-\-xl-\-x\,    a-,Xj  +  x^x^). 

dz  dz  dz  dz 

2»  X, x^- hx^- x^~—  =  0, 

dXj  dx^  dxj  dXi 

dz  dz  dz  dz 

^3  3 — ^^*Z ^iZ .Tj— -  =  0. 

dxi  dXi         dxg  dXi 

Intégrale  générale  : 

[x\^xl){x\  +  x\],-^ ^     . 

Imschesetsky,  u»  108 ,  p.  138-141 ,  traite  les  équations  suivantes  : 

Pj  -\-{x^-^x^x^+x^x^)p^  +  (x^+x.^  —  ^x^)p^  =  (i, 
Pi  +  {X  iX^Xt  +Xi—  x^x^)  p,  +  [x^x^  -  x^)p,=0, 

dont  l'intégrale  générale  est 

Graisdorge,  n°  84,  pp.  85-87 ,  donne  l'exemple  suivant  : 

^iPt  +x\Ps  =  0, 
x*p,  —  axjps  +  (xlx^  —  2Xs)  pa  —  iXiX^pt  =  0. 

Intégrale  complète  : 

2z  4-  ax\x^  —  axl  +6  =  0. 

Il  donne  aussi,  n<>  85,  pp.  87-89, l'exemple  d'IascHBHETSKv. 
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CHAPITRE  VI. 

MÉTHODE  DE  MAYER  POUR  L'INTÉGRATION  DES  ÉQUATIONS 
LINÉAIRES  AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES  AUXQUELLES  CON- 
DUIT LA  MÉTHODE  DE  JACOBI  (*). 


§   26.    Mntégration    des    système»    d^équations   totales    linéaires 
inlégrables  cotnplétetnent. 

94.  Correspondance  entre  les  systèmes  simultanés  d'équations 
linéaires  et  certains  systèmes  d'équations  différentielles  totales('*). 
Toute  équation  linéaire  aux  dérivées  partielles  est  équivalente , 
comme  on  le  sait,  à  un  certain  système  d'équations  différentielles 
ordinaires  (n"  52).  Une  correspondance  analogue  existe  entre  un 
système  d'équations  linéaires  aux  dérivées  partielles  et  certains 
systèmes  d'équations  différentielles  totales. 

(*)  Mater,  Matheraatische  Annalen,  t.  V,  pp.  448-470  :  Ueber  unbeschrankl 
integrable  Système  von  linearen  totalen  Differentialgleichungen  und  die 
simultané  Intégration  linearer  partieller  Differentialgleichungen.  Lie  a 
comparé  la  méthode  de  Mayer  à  la  sienne,  dans  les  Nachrichten  de  Gottingen, 
1872,  n»  2S,  pp.  474-476.  Mayeh  cite  comme  lui  ayant  été  utiles  pour  établir 
sa  méthode,  ou  comme  ayant  quelque  rapport  avec  elle,  outre  les  recherches 
de  BooLE  :  Natani  ,  Ueber  totale  und  partieller  Differentialgleichungen  (Jour- 
nal de  Crelle,  t.  LVIII,  pp.  301-328),  et  une  note  de  dd  Bois-Reymond  {ibid., 
t.  LXX,p.312). 

(**)  BooLE,  Treatise,  etc.,  Supplément,  chap.  XXV,  pp.  74  et  suivantes,  s'oc- 
cupe de  ces  systèmes.  L'analogie  de  sa  méthode,  exposée  plus  haut,  avec  celle 
de  Mayer,  est  évidente.  Mais  Mater  a  eu  de  plus  l'idée  d'introduire  les  valeurs 
initiales  des  variables, comme  l'a  fait  Caucht.  [Le  second  cahier  du  tome  LVl 
des  Archives  de  Grunert,  qui  a  paru  seulement  en  avril  ou  en  mai  1874,  con- 
tient,pp.  165-174,  un  travail  intitulé  :  Zur  Intégration  eines  Systems  linearer 
partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  von  L.  Zajacrkowski  , 
où  l'auteur  expose,  comme  complément  de  la  méthode  de  Boole,  précisé- 
ment ce  que  nous  résumons,  d'après  Mayer,  dans  les  n»»  94,  93,  96;  seule- 
ment, il  démontre  directement  tout  ce  qui  se  rapporte  aux  conditions  d'inté- 
grabilité.] 
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Soient,  en  effet,  les  m  équations  suivantes  : 

dz  dz  dz  .  ^'f\  it  \ 

etr,  dyi  dy^  dy^ 


dz  dz  dz  ^-        A  ,t   \ 

A^-  =  - Ha«,---»-a«,— -H \-a„„-—  =  0,    .   .   .  (1„) 

dXn,  dyi  dy^  dy„ 

z  et  les  a  étant  fonction  des  variables  indépendantes  x,, ... ,  a:«. 

Multiplions  ces  équations  par  des  quantités  quelconques  i,, ..., 
i„  et  ajoutons  les  résultats,  nous  trouverons  : 

dz  dz 

=  ij-— -4-  •••  -4-  >.„- \- 

dXi  da:,„ 

dz  , 

dy^ 


3^(i,a„  +  -  -V  >™a«.)  =0 (2) 

Toute  solution  des  équations  (1)  est  une  solution  de  (2)  et,  par 
suite,  égalée  à  une  constante,  est  aussi  une  solution  des  équations 
simultanées  suivantes,  qui  correspondent  à  l'équation  (2)  : 

«te,  dx„i dj/i ^^n 

K~  ~    ira    "'■Al«ll-« y-K,0-m^~         ~    >ia,„H HiraOran 

ou  encore  des  équations  différentielles  totales  que  l'on  en  déduit  : 

dyi  =  aiiAïr4-l-o„da:jH t-a™idr„, (5,) 

<*y^=al»*''l^-«H<^»^ Ha„,sdir„, (3,) 

d«/„  =  a,„dx,-t-aj„«irjH \-a„rAx„, (3„) 

Réciproquement,  si  une  fonction  z  est  telle  que  sa  différen- 
tielle est  identiquement  nulle  en  vertu  des  équations  (5),  il  est 
clair  que  cette  fonction  est  une  solution  des  équations  (i). 
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Il  résulte  de  là  que  l'intégration  des  systèmes  de  forme  (1)  est 
équivalente  à  celle  des  systèmes  de  forme  (5)  et  réciproquement. 

Clebsch  ayant  montré  que,  dans  l'étude  des  systèmes  de  forme  (4  ), 
on  peut  se  borner  à  ceux  qui  sont  tels  que 

on  peut  aussi,  comme  on  va  le  voir,  se  borner  à  étudier  certains 
systèmes  (3). 

95.  Conditions  nécessaires  d'intégrabilité  complète  {unbe- 
schrànkte  Integrabilitàt).  Nous  ne  considérons  ici  que  les  sys- 
tèmes (5)  qui  proviennent  d'un  système  de  n  équations  entre 
(n  ■+■  m)  variables,  de  la  forme 

F  (a?!, . .. ,  ajm,  2/i, ... ,  «/„)  =  constante, 

par  différentiation  totale.  Il  résulte  de  là  que  les  équations  (3) 
que  nous  considérons,  peuvent  être  regardées  comme  ayant  pour 
solutions  ti  fonctions  y  de  Xj, ... ,  x^  et  de  n  constantes  arbitraires. 
On  a  donc  : 

-±  =  ahk,   z—=aik, (4) 

dXh  àXi 

et  par  conséquent  : 

^^-^  =  0 .(5) 

dXi       dxh 

Nous  employons  ici  le  signe  d  pour  la  différentiation,  parce  que 
les  a  contiennent  à  la  fois  les  x  et  les  ,v.  On  remarque  que 


dOhk Sahk   _    Sank  <?2/i 

dXi         èxi        Sy^  êxi 

Sahk  Syn 
Syn  SXi 

c'est-à-dire,  d'après  (4)  : 

dUhk  _  Sa^           Sank 
dXi        Sxi   '     '   Syi 

Sahk 
Syn 

ou  encore,  en  tenant  compte  de  la  signification  du  symbole  d'opé- 
ration A, 

duhk       ,  /     . 

^  =  A.-(M. 
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Par  conséquent,  les  conditions  (5)  peuvent  s'écrire  sous  la  forme 

Ai(aw)-Ah(a.*)  =  0 (5') 

Les  conditions  (5)  ou  (5')  sont  en  nombre  n.  *"  ^g~  .  Elles  doi- 
vent être  satisfaites  identiquement  par  les  valeurs  des  y,  puisque 
celles-ci  contiennent  n  constantes  arbitraires. 

Les  conditions  (o)  ou  (5')  sont  donc  nécessaires  pour  que  le 
système  (3)  ait  un  système  intégral  de  la  forme  indiquée.  Nous 
dirons  que  ces  conditions  définissent  un  système  (5)  complète- 
ment intégrable.  On  verra  plus  bas  qu'elles  sont  suffisantes  pour 
que  l'intégration  soit  possible. 

On  peut  remarquer  que  les  conditions  (S')  donnent 

*=»  dz 

2   [Ai(a/.*)-Ah(att)]-— =0, (6) 

*=  1  ayk 

pour  une  fonction  z  quelconque.  Mais  on  a  (§  17,  n"  58)  : 

dz 

(A,Aa  -  AftA.)  s  =  2  [A.-  (om)  -  Ah  (a.*)]  3-  • 

ayk 

Donc  les  conditions  (5)  entraînent  les  suivantes  : 

AiAftS  —  AftA.z  =  0 (7) 

Réciproquement  si  celles-ci  existent  pour  n  fonctions  z  distinctes,. 
il  est  clair  qu'elles  peuvent  remplacer  les  conditions  (0)  ou  (5') , 
d'après  la  théorie  des  déterminants. 

96.  Réduction  du  Système  (3)  à  m  systèmes  de  n  équations 
ordinaires  du  premier  ordre.  S'il  y  a  vraiment  n  fonctions  y  qui 
satisfont  aux  équations  (3),  elles  devront  satisfaire  en  particulier 
aux  n  équations  (4)  suivantes  : 


—  =aj„,    .    .    . 

45 


Jx.  =  °"'^,  =  '^"'-'^=''"' ^**) 


(210  ) 
où  Xi, ... ,  x„  jouent  le  rôle  de  constantes.  Soient 


?i  (x^ ,  . . . ,  x„, ,  i/i , . . . ,  y „)  —  Cl, (8j) 

Pg  (a?!,  ...,  ir,„,  !/i,  ...,?/„)  =  Cj, (8g) 


?"{a7i,  ••,  a;™,  ?/„...,«/„)  =c„, (8„) 

le  système  intégral  de  (4i),  où  Cj,  Cg, ... ,  c„  ne  contiennent  que 

On  peut  se  servir  de  ces  équations  pour  effectuer  un  change- 
ment de  variables,  consistant  à  remplacer  ?/„  ...,«/„  par  Cj,...,  c„. 
Il  est  facile  de  former  les  équations  difféi'entiellcs  totales  qui 
doivent  remplacer  le  système  (5).  On  tire  en  effet  de  (8)  : 

,         (S?        <??  Syi  df    Sy,A 

dc=[- ]r-r-  -z 1-  •••  -f-- ;^]dx. 

\SXi       Sy^êXi  SynSxJ 

^^^^I}_^ ^^  ^\dx 

Sx^       Syi  Sx^  Sy^  Sx^ 


ou  encore 


Sf         Sf   Sy  Sf    SyA 

i *"";r""; ^ '•' +-;, — ;: — \àxm\ 

Sx„,      Sy^  Sx^n  Syn  êxj 

'ILl  Sf  Sf  Sf   \ 

dc  =  Z  {- h  Ohi  -r h  •••  +  a,,„  - —    dXk. 

I  \^^h  %  ^ynj 

Les  fonctions  ^  étant,  par  hypothèse,  les  solutions  de  (4),  on  a 
^=0,  et  par  conséquent  les  équations  précédentes  se  réduisent 
aux  suivantes,  où  nous  employons  le  symbole  d'opération  A, 

m 

dCi  =  ^ Ahf idXh, (9j) 

m 

dc2  =  2iAft?2<toft, (9j) 


dCr.  =  2  khfndXh (9„) 
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Il  est  clair,  d'ailleurs,  que  x,  ne  peut  plus  entrer  dans  ces  équa- 
fions  puisque  les  c  ne  contiennent  pas  cette  variable.  On  peut  le 
montrer  encore  comme  suit.  On  a,  à  cause  de  k,f  =  0 

AiAftP  =  AaAiP  =  0, 
ou  encore, 

diAnf)  d(AAP)  d(AftP)  d'An?)       ^ 

d^t  dyi  dy,  dyn 

ce  qui  revient  à  dire  qu'après  substitution  des  valeurs  de»/,,...,y„ 
dans  AftS  la  dérivée  totale  de  A^o  par  rapport  à  a:,  =  0.  Il  résulte 
de  là  qu'après  la  substitution  dont  il  s'agit,  les  équations  (9)  ne 
contiennent  plus  x,.         , 

On  peut  donc,  sans  inconvénient,  mettre  à  la  place  de  x,  telle 
valeur  particulière  que  Von  veut,  sans  que  les  équations  (9) 
changent. 

On  voit  que  la  transformation  que  nous  venons  d'efifectuer 
remplace  le  système  (3)  par  un  autre  contenant  un  nombre  égal 
d'équations  et  une  variable  indépendante  de  moins.  On  peut  rem- 
placer le  système  (9)  par  un  système  analogjie  contenant  encore 
une  variable  x  de  moins  et  ainsi  de  suite,  car  le  système  (9)  est 
évidemment  complètement  intégrable.  puisqu'il  est  équivalent 
à  (5).  On  voit  donc  qu'en  continuant  de  cette  manière,  on  peut 
ramener  l'intégration  de  (3)  à  celle  de  m  systèmes  de  n  équations 
analogues  aux  équations  (3). 

97.  Détermination  de  ces  systèmes  successifs.  Si  l'on  introduit 
les  valeurs  initiales  des  variables  y  comme  constantes,  on  peut 
établir  immédiatement  les  m  systèmes  dont  nous  avons  parlé  à 
la  fin  du  numéro  précédent.  Nous  appellerons  y^y»,  ...,  y  Mi  ces 
valeurs  initiales  correspondant  à  x,  =  x,o. 

Pour  le  montrer,  nous  résoudrons  les  équations  (8)  par  rap- 
port à  y,, ...  ,y„.  Nous  trouverons  ainsi 

yt  =  ']>Axi,---,x,.,,c^,...,c„), (!0,)' 

y„  =  0'„(a;,,...,a;„,c„...,r„) (I0„) 
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Si  l'on  suppose  que  les  c  soient  déterminés  d'une  manière  conve- 
nable en  fonction  de  ac^, ... ,  a:„, ,  ces  équations  donneront  la  solu- 
tion des  équations  (3),  et,  par  suite,  on  trouvera  les  n  relations 
équivalentes  aux  équations  (9)  : 


-.dc,^...^  --de.  =  ^a,,  -  _)  dœ,  +  -  -»-  (a„.-  —  j  da>^,  (11,) 


_dc,-^...-^-dc„=^a,„--jd^,-*--  +  ^a„„-— jd^„.(ll„) 

Les  Xi  n'entreront  pas  dans  ces  équations  équivalentes  à  (9),  et  les 
dxi  en  ont  disparu  aussi  à  cause  de  cette  équivalence.  On  peut 
voir  directement  d'ailleurs  que  dxi  devait  disparaître  des  équa- 
tions (H).  En  effet,  les  <p  étant  des  solutions  du  système  (4^), 
on  a 

Introduisons  maintenant  les  valeurs  initiales  comme  constantes. 
Posons 

P  (^1  j  •  •  •  >  ^m  j  !/l  )  •  •  •  »  J/n)  =  f  (^10  5  a^î  »  •  •  ■  ,  X„i ,  t/io ,  J/jj,  . .  .  ,  y^j)  =  C, , 

et  déduisons  des  n  relations  contenues  dans  cette  équation  : 

î/i  =  %i  (a;i,---.a;„.,î/io,---.2/«o), (10;) 

î/n  ^^  %»  (''^l)  •••  ) ''^mi  î/iO)  •••  î  î/no) (^"n) 

On  aura ,  pour  ces  fonctions  %  comme  pour  les  -p  : 


équations  qui  sont  indépendantes  de  a?,,  comme  les  équations 
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équivalentes  (11)  ou  (9).  Faisons-y  x,  =  x,o,  elles  ne  changeront 
pas.  Dans  cette  hypothèse,  %,  se  réduit  à  ^,o, ... ,  %„  à  ^„o  et ,  par 
suite,  le  système  (II')  est  remplacé  par  celui-ci  : 


On  a  ajouté  un  0  aux  indices  a  pour  indiquer  que  l'une  des  varia- 
bles Xi  y  a  été  remplacée  par  sa  valeur  initiale  x,o. 

Il  est  clair  que  ce  système  (12)  est  encore  complètement  inté- 
grable.  En  effet,  il  a  pour  solutions  le  système  intégral  du  pre- 
mier. On  sait  d'ailleurs  que  les  conditions  d'intégrabilité  (o)  ou  (5') 
étant  identiquement  satisfaites  pour  une  valeur  quelconque  de  x, 
le  sont  encore  pour  la  valeur  spéciale  Xjo. 

Il  est  facile  d'écrire  les  systèmes  successifs  de  n  équations 
si  l'on  convient  d'ajouter  les  indices  1,2,5,  ...,(jh  —  1),  aux 
indices  des  quantités  y  et  a  pour  indiquer  que  l'on  y  remplace 
successivement  x,,  x^, ...,  x«_i  par  leurs  valeurs  initiales,  mais 
cela  est  inutile,  comme  nous  allons  le  montrer. 

98.  Réduction  de  Vintégralion  des  m  sjjslèmes  auxiliaires 
de  n  équations  à  celle  d'un  seul  système.  Il  y  a  un  cas  où  l'on 
parvient  immédiatement  à  terminer  l'intégration.  C'est  celui  où  la 
valeur  spéciale  de  x,,  savoir  Xjo,  est  telle  que  pour  cette  valeur, 
tous  les  a  qui  entrent  encore  dans  les  équations  (12)  s'annulent. 
Dans  ce  cas,  le  système  (12)  donne 

(/,Q  =  constante , . . .  ,  j/„o  =  constante , 

le  problème  est  complètement  résolu  et  il  est  inutile  d'effectuer 
aucune  transformation  ultérieure. 

Nous  allons  montrer  que  l'on  peut  dans  tous  les  cas,  par  un 
changement  convenable  de  variables  indépendantes,  faire  en  sorte 
que  celte  simplification  se  produise.  Posons 

X^  =  X^iu^,...,U„),    ..,  JVr.  =  X„  («,,...,  «„,) (13) 
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Le  système  (3)  deviendra  : 

rf?/t  =  b^^dui  -4-  b^^du^  H h  b,„idUn, (UJ 

dyn  =  b^„du^-^b^„du^-\ i-b„ndu„, (14„) 

où  : 

bii  =  2-r—au,.,.,bmi  =  2~-aii, (15,) 

1    àUi  1    dU„, 

m  (J/p.  m    ^^. 

^«=^T-"'» ''«m  =  2 -r-^  «.» (13„) 

Ce  système  nouveau  (14)  sera  complètement  intégrable,  puisque 
son  système  intégral  se  déduit  de  celui  de  (5).  De  même,  si  l'on 

pose 

Js      J="  .  dz 

<?Mj       j  =  l       dUj 

on  aura  : 

B,-B,.s-BaB.3  =  0, 

ce  qu'on  vérifie  aisément  d'ailleurs  par  le  calcul. 

Pour  intégrer  (14),  nous  cherchons  d'abord  le  système  intégral 
des  équations 

T~==^n,     T-  =  ^2,  •••,  T— =  ^« 16 

et  nous  y  ferons  entrer  les  valeurs  initiales  ?/,o, ...,  t/„o  qui  corres- 
pondent à  la  valeur  ^l^o  de  «j.  Le  système  (14)  sera  remplacé  alors 
par 

dy  10  =  b^wdi^  2-^ ^KiodUni, (17ft) 

%«o  =  ^2«o*'2-« l-6,„„od«,„ (17„) 

Choisissons  maintenant  les  équations  (13)  qui  définissent  la  sub- 
stitution de  telle  manière  que  l'on  ait 

dt/,o  =  0,di/2o  =  0,...,dy„o  =  0. (18) 
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Pour  cela,  posons  simplement 

a;,  =a:,o  -H  (m,  —  «lo)  «i (13i) 


X,n ^mo  "t"  ("l  ^10/  ^m  ) ('5m) 

u, ,  Vj, ...,  Va,  étant  des  fonctions  de  î/j,  Mj,  ...,  î<„  qui  laissent  les 
variables  x  vraiment  indépendantes,  x,o,  ...,a;„o  d'ailleurs  étant 
choisis  de  manière  que  les  a  restent  finis  et  déterminés,  enfin, 
tels  que  l'hypothèse  Wj  =  Mio  ne  rendant  infinie  aucune  des  fonc- 
tions V.  On  aura  pour  6^^  quelconque,  h  étant  supérieur  à  1  : 

i=l  àUh 

Donc,  pour  i/j  =  «,o,  b^  =  0.  Les  équations  (17)  se  réduiront 
donc  aux  équations  (18).  Ensuite,  on  aura 

•  =  '»  ~'='»J~r,- 

6u=   2   aiiVi -+- (u,  —  «lo)  2  i^Oii, 

i  =  l  ,  =  ldUi 

expression  qui  ne  devient  ni  nulle  ni  infinie  pour  u  =  u^o, 
et  par  suite  les  équations  (46)  ne  prennent  pas  une  forme  illu- 
soire. 

La  solution  du  système  (5)  est  donc  ramenée  à  celle  des  équa- 
tions (46).  On  fera  entrer  dans  le  système  intégral  de  (16)  les 
valeurs  initiales  des  y  quand  Wj  =  m,o.  On  aura  ainsi,  avec  les 
équations  (15'),  2n  équations  entre  les  x,  les  y  et  les  t/.  Éliminant 
les  M,  on  aura  le  système  intégral  de  (3). 

Remarque.  La  forme  la  plus  simple  des  équations  (45')  est 
celle-ci 

iTj  =  37,0 -»- (m,     -   «io)Hj, 


a^n  =  3^/10  -*-  («I  —  «lo)  «n. 
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les  constantes  étant  choisies  de  manière  que  les  a  ne  soient  pas 
infinis  pour  Wj  =  ?/jo.  On  a ,  dans  ce  cas, 

bu  =  Cllk  ■+■  UiOu  -+-•••  -h  Umamtc  , 

'  bik  =  (w,  —  Wio)  «tt , 

ce  qui  montre  que  l'on  peut  transformer  les  équations  données, 
d'une  manière  très-simple. 


§  27.  Mntégi'ation  de»  équation»  auae  déiHvée»  partielle» 
dt*  pt*entiei'  ofdfe. 

99.  Intégration  complète  d'un  système  de  Jacobi.  Considérons 
maintenant  les  équations  : 

dz  dz  dz 

AiS  =  - Ha,i^-H l-ai„-— =0, (1.) 

dx^  dyi  dij„ 


dz  dz  dz 

A„z=-- Ha„i--H ha„„— -  =  0 (1„) 

dx„,  dy^  dy„ 

Pour  en  trouver  le  système  intégral,  nous  le  transformerons,  par 

les  substitutions 

a^i  =^10  -+-("!  — wjvi, (13;) 


en  celui-ci 


où  l'on  a 


Xnt  =  X„,o-i-{Ui—Uio)V,^, (13À) 

dz  dz  dz 

B,z  =— -i-fc„         +...-t-fcj„__  =  o, (i;) 

dMj  %i  dy„ 


dz  dz  dz 

B„,2=- h6„.- — h---4-6,„„-— =  0, (i;) 

dUm  dyi  dyn 


bit  =  2   aikVk  -+•  («1  ~  Mio)   2   -T-  C'i''  » 

6a*  =  ("i  —  "lo)  2  -zr-  (^ik  ■ 
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Cela  posé,  on  cherchera  le  système  intégral  des  équations  : 

et  l'on  exprimera  les  constantes  en  fonctions  des  valeurs  initiales 
y  10,  —j  V„o  des  variables  y  pour  w,  =  m,o.  Ce  système  intégral  sera 
en  même  temps  celui  des  équations  différentielles  totales  : 

d(/,  =:b,,dH, -t-6îid«i  H y-b„idu„, (14,) 

dy„  =  b^„du^-^-bindu^-^ »-6™„d«„, (14„) 

si  l'on  regarde  t/,oj  •••»  yno  comme  des  constantes.  Tirons  des  équa- 
tions qui  donnent  ce  système  intégral  les  valeurs  de  y,o,  ...,y,0' 
Les  équations  ainsi  trouvées 


satisfont  encore  au  système  (14),  et  par  conséquent,  d'après  la 
correspondance  qui  existe  entre  les  systèmes  (14)  et  (1),  ces 
équations  (48)  constituent  le  système  intégral  de  (i').  Élimi- 
nons-en w,,  ... ,  u„  par  la  substitution  inverse  de  (15j  et  nous 
aurons  la  solution  complète  du  système  (I). 

Remarque.  Les  systèmes  (1)  doivent  rarement  être  intégrés 
complètement.  En  général,  on  n'a  besoin  que  d'une  seule  solution 
des  systèmes  de  ce  genre.  Il  est  donc  de  la  plus  haute  importance 
de  montrer  comment  l'on  peut  déduire  une  seule  solution  de  {i) 
d'une  seule  solution  des  équations  (16). 

100.  Théorème  de  Mayer  (*).  On  peut  déduire  une  solution  du 
système  (!')  de  chaque  solution  du  système  (16).  Soit 

F  (u,,  M,,.. ..u™,yi,...,y„)=  constante, (19) 

(*)  Lie,  dans  les  Nachrichten  de  Gôllingen,  1872,0»  25,  p.  473,  a  très-bien 
fait  remarquer  toute  l'importance  de  ce  théorème  de  Mayer,  qu'il  n'avait  pas 
rencontré  dans  le  développement  naturel  de  sa  propre  méthode.  Au  fond ,  ce 
théorème  est  une  traduction,  pour  les  systèmes  ici  considérés,  du  théorème 
de  Poisson ,  ou  mieux  de  Jacobi. 
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une  solution  du  système  (IG).  Si  l'on  considère  les  solutions 

?yi  =  Pi(Wi....,w„,!/io,?y2o,---,  2/no). CA) 


!/n  =  P«(M,,...,M„,î/io,2/20;---,?/no). (20„) 

de  ce  système  (16),  on  sait  que,  pour  w,  =  Wio?  les  quantités 
yi,  ...,y„  deviendront  t/io, ...,  ?/„,.  Donc,  pour  «i  =  t/,o?  on  aura  : 

U  =  F(«,,Uj,...,M,„,yi,,..,?/„)  -  F  (m, o,Mg,.. .,«„,,?/,„,.. .,î/„o)  =  0,  (21) 

lorsque  les  y  sont  remplacés  par  leurs  valeurs  dans  F. 

D'après  ce  que  l'on  a  vu  plus  haut,  si  l'on  regarde  i/io,  •••,?/„« 
comme  des  constantes,  les  relations  (20)  satisfont  aux  équations 
(14),  ou  aux  équations 

-r—  =  hk. 

Or,  on  déduit  de  (21),  dans  la  même  hypothèse  : 


ou  encore 


c'est-à-dire , 


Ji<A     '     (?2/,   éUh    '  '    Sljn    Sui, 


m      SI]  m 

7-  -+-  -r-   6/.I  H H  -—   hn   =  0, 


B/.U  =  0. 


On  peut  encore  arriver  à  ce  résultat,  au  moyen  de  l'équation 
B,F  =  0,  identique  par  hypothèse.  En  effet,  on  a 

B,  (BftU)  =  Ba  (B^U)  =  B/.  (BjF)  =  0 

Donc  BftU,  quand  on  y  substitue  les  valeurs  (20),  a,  comme  U,  une 
valeur  indépendante  de  î/,  Mais  pour  i/,  =  u^Q,  comme  »/,, ...,  y,, 
deviennent  yio,--,  y„o,  U  est  nul  et  par  suite  B,,U  aussi. 
Ainsi  la  fonction  U  est  telle  que  l'on  a  : 

,     B.U  =  0,     B,U=0,.    .,B,„U  =  0, (2-2) 
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quand  on  y  remplace  les  y  par  leurs  valeurs  (20);  de  plus,  par 
hypothèse,  la  première  des  équations  (22)  est  identiquement 
satisfaite.  Mettons  maintenant  l'équation  (21)  sous  la  forme 

yio  =  Ui(Wi,«j,...,t/™.j/i,...,y„,yio:---î!/'.o)  •  •  •   •  (23) 

On  aura ,  à  cause  de  (22),  identiquement  encore  : 

B,U.=^0: •   .  (24) 

puis, 

B,L\  =  0,     B5L\  =  0,...  ,B„U.  =  0, (23) 

quand  on  substitue  les  valeurs  (20)  aux  y.  Aucune  de  ces  équa- 
tions (25)  ne  peut  être  une  conséquence  de  (23),  parce  qu'elles  ne 
contiennent  pas  y,o.  II  peut  se  présenter  deux  cas.  Ou  bien  toutes 
les  équations  (25)  seront  identiquement  satisfaites  comme  (24); 
alors  U,  est  une  solution  commune  cherchée  des  équations  Bz  =  0. 
Ou  bien,  on  pourra  en  déduire  encore  y^oj  — j  Vm  en  fonction  des 
w,  des  y  et  des  constantes  restantes.  S'il  en  est  ainsi,  on  opérera 
sur  les  nouvelles  valeurs  trouvées  comme  sur  (23).  En  continuant 
toujours  de  cette  manière,  ou  bien  on  trouvera  une  solution 
commune  des  équations  Bz  =  0 ,  ou  bien  on  arrivera  à  exprimer 
toutes  les  valeurs  des  î/o  pn  fonction  des  y  et  de  u,  et  les  équations 
ainsi  trouvées  seront  équivalentes  aux  équations  (20)  qui  donnent 
la  solution  complète  des  équations  (14)  et  par  suite  des  équations 
(!')  ou  (1)  elles-mêmes. 

101.  Application  à  l'intégration  des  équations  linéaires  aux- 
quelles  conduit  la  méthode  de  Jacobi.  La  méthode  de  Jacobi, 
appliquée  aux  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre,  ramène  lintégralion  de  celle-ci  à  celles  de  systèmes 
linéaires  de  la  forme  : 

A/=0,     A/=0,...,     kf,f  =  Q, 
OÙ 


^*^=.x. 


y  étant  le  nombre  des  variables  de  l'équation  aux  dérivées  par 
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tielles  donnée,  et  par  suite  (2y  —  p)  étant  le  nombre  des  variables 
indépendantes  contenues  dans  le  système  A/',  savoir  : 

Xi,Xi,...,Xij.,a;y.+i,...,xv,P/jL+t,..-  ,Pv. 

En  appliquant  la  théorie  précédente,  on  devra  faire 

m  =  ix,    n  =  2  (y  —  jj.). 

Pour  trouver  une  intégrale  du  système  A/',  il  faudra  donc  en 
trouver  une  d'un  système  de  2  (v  —  /u)  équations  ordinaires. 

La  méthode  de  Jacobi  conduit  à  v  (v  —  \)  systèmes  auxiliaires, 
contenant  respectivement  2,  4,  6, ...,  2  (y  —  \)  équations.  Donc 
la  méthode  de  Mayer  pour  intégrer  une  équation  aux  dérivées 
partielles  nécessitera  seulement  la  recherche  d'une  intégrale 
unique  de 

1  système  de  2  [v  —  1)  équations  différentielles  ordinaires, 
1  »  2  (y  -  2)  »  » 

1  »  2  (y  —  3)  »  » 

1  système  de  4  équations  différentielles  ordinaires , 

1  »  2  »  » 

On  arrive  à  ce  résultat  en  faisant  /x  =  i,  2,...,  (y  —  1),  dans  la 
conclusion  donnée  plus  haut.  On  remarquera  que  la  méthode  la 
plus  favorable,  celle  de  Weiler  et  Clcbsch,  exige  un  nombre 
presque  double  d'intégrations  (voir  n"  87). 


LIVRE  m. 

MÉTHODE  DE  CAUCHY  ET  DE  LIE 


CHAPITRE  I. 

EXPOSITION  GÉNÉRALE.  TRAVAUX  DE  CAUCHY  (*). 
§  28.  Caa  4e«  éqwtHiott*  ék  deitae  vnfiahie»  i»idépc**da»%î0t. 

10^.  Idée  générale  de  la  méthode  de  Cauchy,  dans  le  cas  des 
équations  à  deux  variables  indépendantes.  Considérons  l'équa- 
tion : 

f{x,y,z,p,q)=0, (1) 

et  supposons  que  Xq,  t/o»  ^o?  Po>  9o  soient  les  valeurs  initiales  de 
X,  y,  z,  p,  q  liées  entre  elles  par  l'équation  : 

/'{^a^yo.ao.  Po,9o)=0 (2) 

(*)  Cauchy,  Exercices  d'analyse  et  de  physique  malhémalique,  t.  II,  pp.  238- 
i72.  Le  §  I  que  nous  analysons  ici  est  la  reproduction  d'un  article  publié, 
en  janvier  et  février  1819,  dans  le  Bulletin  de  la  Société  phiiomalique.  L'exa- 
men du  cas  spécial  oîi  la  méthode  de  Cauchy  est  en  défaut,  a  été  fait  par 
Serret,  dans  les  Comptes  rendus,  t.  LUI,  pp.  598-606,  734-743,  ou  Annales 
de  l'école  normale  supérieure,  t.  III,  pp.  143-161.  C'est  Bertra.nd,  qui  a 
signalé  dans  les  Comptes  rendus,  t.  XLV,  pp.  617-619,  l'existence  de  ce  cas 
singulier,  en  prétendant,  à  tort,  selon  nous,  qu'il  se  confondait  avec  le  cas 
général.  Ossian  Bo>net  (C.  R.  t.  LXV,  pp.  581-383)  a  donné  une  démonstra- 
tion de  la  méthode  d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  à  deux  variables  indépendantes,  qui  permet  d'éviter  la  diffi- 
culté signalée  par  Bertrand.  La  méthode  de  Cauchy  est  aussi  exposée  dans 
Imschenetsky  ,  pp.  191-200.  Il  renvoie  pour  les  travaux  de  Serret  à  la  6™«  édi- 


(  222  ) 

Soit  u  une  fonction  de  x  et  dey;  on  pourra  imaginer  que  y,  z,  p,  q 
soient  exprimés  au  moyen  de  x  et  de  u.  Dans  cette  hypothèse,  on 
aura  : 

(3) 


dz  _ 

dx 

dy 

dz  _ 
du 

du 

w 


Dérivons  l'équation  (3)  par  rapport  à  t/,  l'équation  (4)  par  rapport 
à  X,  et  retranchons  le  second  résultat  du  premier,  nous  trouve- 
rons : 

dp       dq  dy       dq  dy 

du       dx  du      du  dx 
On  déduit  ensuite  de  l'équation  [ï)  : 


(5) 


ÎL^H^^U.'^^^IL^^IL^^Q  -(6) 

Sx       $y  dx       Sz  dx       Sp  dx       ~Sq  dx         '   •    •    •    •  w 
Sf  dy       Sf  dz       Sf  dp       Sf  dq 
Sy  du       Sz  du       dp  du       Sq  du 

Substituons  dans  cette  dernière  les  valeurs  de  ^'  ^  tirées  de 

^f  ,,  au    du 

(4)  et  (5),  ou  multiplions  (4)  pai"—  f^?  (5)  par  —  ^ ,  et  ajoutons-les 
à  (7).  Il  viendra  : 

''J.I'UîL,^îL1\^'!l{!L_'l'>y.\  =  , .  ,  .(8) 

du  \  Sy      Sz         Sp  dx  j       du\  Sq        Sp  dx  ) 


tion  du  Traité  élémentaire  de  calcul  différentiel  et  intégral  de  Lacroix,  avec 
notes  de  MM.  Hermite  et  Serret,  t.  II,  pp.  257-282,  ouvrage  que  nous 
n'avons  pu  consulter.  Voyez  aussi  Serret,  Cours  de  calcul  différentiel  et 
intégral,  t.  Il  ,pp.  624-649. 

Cauchy  a  ajoulé  à  son  premier  mémoire  de  1819,  des  notes,  à  nos  yeux, 
de  la  plus  haute  importance,  oîi  il  généralise  sa  méthode  d'exposition. 

Jacobi,  Vorlesungen,  pp.  064-376,  a  donné  une  exposition  a  posteriori  de 
cette  méthode  ou  plutôt  celle  de  Pfaff  modifiée  par  lui;  Mayer  a  montré  le 
moyen  de  trouver  en  tout  cas  une  intégrale  complète  dans  le  mémoire  intitulé  : 
Veber  die  Jacobi-Hamillon''sche  Integrationsmethode  der  partielle  Differen- 
lialgleichungen  erstér  ordnung  (Mathematische  Annalen,  t.  III,  pp.  iôo-452). 
L'exposition  générale  de  la  méthode  de  Cauchy,  donnée  par  lui,  en  1841, 
contient  implicitement  ces  recherches  de  Mayer. 
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La  fonction  u  étant  encore  indéterminée,  nous  pouvons  poser  : 

-L L  _ji  =  0, (9) 

Sq        Sp  dx 

ce  qui  réduira  l'équation  (8)  à  : 

IL^'l.^îL^^o „„) 

Sy       Sz  ^       Sp  dx 

Enfin,  ajoutons  à  l'équation  (C),  l'équation  (5)  multipliée  par  —  |^ > 
l'équation  (10)  multipliée  par  —  ^,  l'équation  (9)  multipliée  par 
—  ^'  '^  viendra  : 

'l^!L,^!L'±=, ,„, 

Sx       Sz  Sp  dx 

Les  équations  (5),  (9),  (10),  (H)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 
suivante  que  nous  avons  déjà  rencontrée  (n°  57)  : 

dx__dy^_  dz —dp      _      —  dq 

Sf  ~  Sf  ~      Sf  Sf  ~  Sf  Sf~Sf  Sf''' 

—       —       p \- q — HO — \- q  — 

Sp       Sq  Sp        Sq       Sx         Sz       Sij         Sz 

Ainsi,  toute  solution  de  l'équation  (1)  jouit  de  la  propriété 
suivante  :  on  peut  choisir  une  fonction  u  de  x  et  de  y,  telle  que 
les  équations  (12)  soient  vérifiées,  en  même  temps  que  l'équa- 
tion (4) 

^=,^ (4) 

du  du 

Il  importe  de  remarquer  que  le  système  (12)  ne  contient  que 
des  dérivées  par  rapport  à  x;  il  conduira  donc  à  un  système 
intégral  de  la  forme  : 

!/  =  A(^,!/o,2o,go)i (13.) 

3  =/"ï(a;,j/o,2o,9o), (*3,) 

P=fzi^,yo,So,Qo), (13s) 

q  =  fi{x,yo,Zo,qo), (13J 

d'où  l'on  a  supposé  po  éliminé  au  moyen  de  la  condition  (2),  et  où 
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u  n'entre  que  dans  les  constantes  de  l'intégration  de  (12),  savoir 
r/o.  Zq,  q^.  Ces  constantes  contiendront  u  de  telle  sorte  que  l'équa- 
tion (4)  soit  vérifiée. 

Réciproquement,  tout  système  intégral  (13),  des  équations  (4)  et 
(42),  où  les  valeurs  initiales  satisfont  à  la  relation  (2),  donnera  une 
intégrale  de  l'équation  {i),  telle  que  les  valeurs  initiales  satisfe- 
ront à  la  même  équation  (2).  La  relation  entre  x,  y,  z  s'obtiendra 
en  éliminant  u  entre  {i'5^)  et  {15^),  et  les  valeurs  de  p  et  de  qr, 
trouvées  par  élimination  de  u  entre  (13,),  (ISj)  et  (IS*)  seront 
précisément^  et  ^-  En  effet,  les  équations  (12)  et  (4)  permettent 
de  remonter  aux  équations  (6)  et  (7),  ou 

df  df 

-1=0,     —  =  0. 
dx  du 

On  déduit  de  celle-ci  df  =^  0,  ou  /'=  constante.  Cette  constante 
est  nulle  à  cause  de  la  condition  (2).  Donc,  en  premier  lieu,  les 
équations  (42)  satisfont  identiquement  à  la  relation  (1).  Ensuite, 
on  déduit  des  équations  (3)  et  (4) 

dz  =  pdx  -H  qdy . 

Si  donc  l'on  prend  pour  variables,  x  et  î/,  on  aura  : 

dz  dz 

dx       '    dy 

L'intégration  de  l'équation  (1)  est  donc  ramenée  complètement 
à  celle  du  système  des  équations  (12)  et  (4). 

103.  Détermination  d'une  intégrale  de  (12)  satisfaisant  à  (4). 
Supposons  que  l'on  ait  déterminé  le  système  intégral  (15)  des 
équations  (12).  Par  hypothèse,  on  peut  le  mettre  sous  la  forme  : 

y  =  yo-^{x  —  ^o)'Pi('^>yo,Zo,Qo), i^'^t) 

z  =  Za-^  {x  —  Xa)  'Pi{x,yo,ZQ,q^), (I4j) 

P  =  Po-*-('^—i^o)'Pi{^>yo>^o,<lo)y i^*s) 

q  =  qQ  +  {x  —  Xt)<Pi{x,yo,Zo,qo) (14<) 


c>>.1 
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Si  ces  équations  ne  satisfont  pas  identiquement  à  l'équation  (4), 

on  aura 

—  ==  ?/--+- I (4') 

du  du 

On  déduira  des  équations  (4')  et  (3),  l'équation 

dp      dq  dy       dq  dy       dl 
du      dx  du       du  dx      dx 

comme  on  a  trouvé  (5)  au  moyen  de  (4)  et  de  (5).  Les  équations 
(5),  (4) ,  (5) ,  (9)  et  (10)  donnent  l'identité  (7)  ;  de  la  même  manière 
(5),  (4'),  (5'),  (9)  et  (10)  donneront  une  équation,  qui  en  vertu 

de  (7)  deviendra  : 

Sf      d{   Sf 
I-^-t-—  ^  =  0 (15) 

Sz      dx  Sp 

On  déduit  de  celle-ci  i 

It 

Sz 


-/' 


Pour  que  I  soit  nul,  il  suffira  en  général  que  Iq  soit  nul.  Or,  on  a  : 

Par  conséquent,  on  doit  avoir 

^,=  p-q/^=0 (16) 

du  du 

On  peut  satisfaire  à  cette  équation  des  deux  manières  suivantes  : 
1"*  Si  l'on  suppose  que 

pour  X  =  Xq.  on  aura 

et  1  équation  (46)  sera  identiquement  satisfaite.  Dans  ce  cas,  on 
trouvera  l'intégrale  générale,  en  éliminant  y^  et  par  suite  «, 
entre  (1di)  et  (150  1"'  deviendront  ; 

yi  =  /'i  {a^,yo,  ?tfo,p'yo), es;) 

y»  =  fAx,yo,?yo^f'yo) -  •  (15',) 

10 
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2°  On  peut  prendre  pour  Zq  et  y^  des  constantes  arbitraires  qui 
ne  contiennent  pas  u,  et  ^o  contiendra  seul  u  dans  les  équations 
(43).  On  arrivera  dans  ce  cas  à  une  solution  complète  contenant 
deux  constantes  arbitraires  Zq  et  y^,  en  éliminant  ^o  entre  les 
valeurs  de  3/  et  de  z  (*). 

104.  Examen  (Tune  objecti07î  de  Bertrand.  Bertrand  a  fait, 
contre  le  procédé  de  démonstration  précédent,  l'objection  très- 
spéçieuse  que  voici.  On  pourrait,  dit-il,  au  moyen  de  ce  procédé, 
prouver  que  toute  fonction  fX  qui  s'annule  pour  une  valeur  Xo  de 
X,  s'annule  pour  toute  valeur  de  x.  En  effet,  posons 


XX  =  — 
<px 


On  aura  : 


/•z  /^x 

I      f'X    ^  ,         <fX 

TTXdx  =  /     —  dx  =  log.  — 
*^  VT,  (BCr.. 


Donc 


fx  far, 

/  Vxdx 
fx  =  fXie  ^t (14) 

Pour  Xi  =  Xo,  fXi  =  yXo  =  0,  d'où  il  semble  que  l'on  doive  con- 
clure par  le  raisonnement  de  Cauchy,  que  l'on  a  rfx  =  0,  pour 
toute  valeur  de  x,  ce  qui  est  absurde. 

Cette  objection,  très-juste  en  général,  ne  nous  semble  pas 
applicable  au  cas  spécial  traité  par  Cauchy.  La  fonction  tzx,  dans 
l'exemple  de  Bertrand,  est  liée  de  telle  manière  à  la  fonction  yx 
que  les  zéros  de  celle-ci  sont  les  infinis  de  celle-là  et  réciproque- 
ment. L'équation  (44)  prouve  que 


/    TCxdx 


.  f 


TTxdx,    yrx, 

convergent  vers  l'infini,  en  même  temps  que  x,  converge  vers  Xo, 
ou  fXi  vers  ^Xq. 

(*)  Les  auteurs  cités  en  tête  de  ce  paragraphe,  c'est-à-dire  Serret  et 
Imschenetsky,  ne  se  sont  pas  occupés  de  ce  second  cas,  pourtant  d'une 
importance  capitale,  et  signalé  par  Cauchy  dans  les  notes  ajoutées,  en  1841 
à  son  mémoire  primitif  de  1819.  Cela  provient  de  que  ces  auteurs  font  «  =  ?/„ 
tandis  qu'il  faut  laisser  à  u  toute  son  indétermination  afin  de  pouvoir  faire 
au  besoin ,  «  ==  j/^,  ou  u  =  Çg. 
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Dans  le  cas  spécial  traité  par  Cauchy,  il  n'en  est  pas  de  même. 
Posons  : 

Il  est  clair  que  cette  fonction  tt,  quand  on  y  substitue  les 
valeurs  de  y,  z,p,  q  données  par  les  équations  (15)  ne  sera  pas 
infinie,  pour  toute  valeur  de  x,  parce  qu'elle  contient  des  cons- 
tantes arbitraires  ou  une  fonction  arbitraire.  Par  suite 

«0 

ne  peut  devenir  infinie  que  si  tt  =  oo,  pour  x  =  Xq.  En  effet,  si 
TT  était  infinie  pour  une  autre  valeur,  en  restreignant  suffisam- 
ment l'intervalle  (x  —  Xq)  ,  cette  intégrale  serait  toujours  finie. 
Il  ne  peut  donc  y  avoir  d'exception  que  si  l'on  a ,  à  la  fois, 

/'(a?o,yo,?'î/o,Po.f'!/o)  =  0 (is) 

'r(a;o,!/o,f!/o,Po,P'î/o)  =  « (16) 

Cela  ne  peut  arriver  que  si  l'on  prend  la  forme  spéciale  de  la 
fonction  f  déterminée  précisément  par  ces  équations.  Dans  ces 
cas  particuliers,  si  t  croît  indéfiniment,  en  étant  négatif,  quand 
X  converge  vers  Xo,  l'intégrale 

f^ràx 

sera  finie,  ou  infinie  et  négative.  Dans  ces  deux  cas,  on  pourra 
encore  conclure  I  =  0  de  lo  =  0.  Dans  le  cas  contraire ,  il  faudra 
calculer  I  directement.  Si  l'on  trouve  I  différent  de  zéro,  on  peut 
en  conclure  qu'il  n'y  a  pas  de  solution  telle  que  pour  x  =  Xq, 
z=^y,  rien  de  plus. 

Il  se  peut  que  l'équation  t  =  oo ,  au  lieu  de  donner  une  forme 
de  f  pour  laquelle  on  n'ait  pas,  à  coup  sûr,  1=0,  donne  au 
contraire  une  valeur  x  =  Xo,  telle  qu'il  soit  douteux  que  1  =  0. 
Dans  ce  cas,  si  réellement  I  n'est  pas  nul,  on  doit  conclure  qu'il 
n'y  a  pas  de  solution  qui  permette  de  donner  à  x  la  valeur  ini- 
tiale Xfl.  Ce  cas  d'exception  ne  semble  pas  avoir  été  signalé. 
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105.  Remarques.  I.  Dans  le  cas  où  l'équation  est  linéaire  et  de 

la  forme 

Pp  +  Qg  =  R, 

les  deux  premières  équations  auxiliaires  sont  celles  de  Lagrange  : 

dx      dy      dz 

et  elles  suffisent  pour  résoudre  complètement  la  question  (§  5). 

IL  Si  les  deux  équations  {\'5^)  (ISj)  ne  contiennent  pas  qo,  on 
en  déduira  : 

î/o=?'i(«»î/,z).   Zo=?i{x,y,z); 

Par  suite,  à  cause  de  Zo=  <fyo,  on  a  pour  l'intégrale  générale-: 

fa  =  f  (Fi). 

Celle-ci  conduit  à  une  équation  linéaire.  Les  équations  linéaires 
sont  donc  les  seules  qui  conduisent  à  des  intégrales  du  système 
auxiliaire  telles  que  les  valeurs  de  z  et  de  y  ne  contiennent  pas  qo. 
La  réciproque  est  évidente  d'après  la  remarque  précédente.  • 

IIL  En  exprimant  que  les  valeurs  données  par  les  relations  (13) 
satisfont  à  l'équation  (4),  quand  on  suppose  Çoseul  fonction  de  w, 
on  trouve  : 

relation  qui  prouve  que  /à  et  /i  contiennent  à  la  fois  qo,  ou  en 
sont  toutes  deux  indépendantes,  sauf  dans  le  cas  ou  /i  =  0  (*). 

(*)  Serret,  qui  fait  w=  j/^,  z  =  yt/o,  Qo  =  f'î/o.  essaye  de  démontrer 
ce  ihéorème  comme  suit.  L'équation  (4)  donne,  dans  cette  hypothèse  : 

«  Cette  équation,  dit-il,  devant  avoir  lieu  identiquement,  les  termes  multi- 
pliés par  ^  doivent  se  détruire.  On  a  donc  identiquement 

Ce  raisonnement  nous  semble  sans  force  probante ,  puisque  f"yo  n'a  pas 
une  valeur  indépendante  de  celle  de  z^  et  q^. 
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106.  Exemples.  I.  Soit  l'équation  (*) 

xy=pq. 

Les  équations  auxiliaires  seront  : 

dx      dy       dz       dp      dq 
q        p       'ipq       y  ~  X 

ou,  en  multipliant  par  xy  =pq  : 


1 
pdx  =  qdy  =-dz  =  xdp  =  ydq, 


c'est-à-dire 


dx       dp      dy       dq  p  q 

—  =  —  >    — = — >    dz  =  — •  zxdx  =  — -sudiJ, 
X         p        y         q  X  y 

On  trouve  immédiatement  pour  intégrales  : 
avec  la  condition  : 

^oyo=Po9o- 

En  multipliant  entre  elles  les  deux  valeurs  de  (z — Zq),  on  trouve 

{z-z,)^^{x^-x'^{y'-y\), 

intégrale  complète  contenant  une  constante  supplémentaire  Zo,  si 
on  regarde  Zo  comme  arbitraire. 

Pour  avoir  V intégrale  générale j  il  suffit  dajouter  à  celle-ci  la 
relation 

ou 

(2-2o)9o  =  (^'  — a;;)yo, 

qui  est  d'ailleurs  identique  avec  l'une  des  relations  données  plus 
haut 

(z-ao)a?„  =  (a^-a;;)p,, 

(*)  Caocht,  Exercices,  etc.,  t.  II,  p.  249. 
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quand  on  tient  compte  de  /JoÇ'o  =  ^o^o- 
II.  Soit  l'équation 

2xz  —px^  ■+•  qxy  -\-  q^x  =  0 . 

Les  équations  auxiliaires  sont  : 

dx  dy  dz  —dp       —  dq 

—  x^~  xy-h-  '2qx      q^x  —  2xz  ~   px     ~  Zqx 

Elles  conduisent  au  système  intégral  suivant,  où  C  =  ^o  ^l 

q  =  Ca;^ 

Po 
p^—X, 

C*a;6       x^  l         C'a;; 
-»- -^  U, 


4         xl\^-     i 
Cx'       x„  I  Cx' 


Les  quantités  po>  ^oj  2/o»  ^o  sont  liés  par  l'équation 

^x,z,  —p,xl  -\-  q^x,y,  +  9>„  =  0 . 

En  éliminant  C  entre  les  valeurs  de  y  et  de  z,  on  trouve  l'inté- 
grale complète,  A  et  B  étant  des  constantes, 

{z  —  Air»)  -+-  (y  —  ^x-^f  =  0. 

Dans  le  cas  actuel,  on  a  tt  =  oo  pour  x  =  Xo  =  0.  En  effet, 
T  =  2  a;"*.  On  trouve  1  =  lo  (rf,  équation  qui  n'apprend  plus 
rien.  Mais  l'intégrale  complète  que  nous  venons  de  trouver 
n'ayant  plus  aucun  sens,  pour  iCo  =  0,  nous  pouvons  conclure 
que  nous  trouvons  ici  le  nouveau  cas  d'exception  signalé  plus 
haut.  II  n'y  a  pas  d'intégrale  complète  correspondant  à  ^  =  fonc- 
tion arbitraire  de  u  et  telle  que  l'on  puisse  y  faire  x  =  0. 
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§  29.  Équation»  cotttettant  tti»  nombre  quelconque  de  rariableê. 

101.  Réduction  du  problème  à  l'intégration  d'un  système 
d'équations  simultanées.  Soit  l'équation  : 

/•(s,  iCi,...,a;„,Pi,...,p„)  =  0 (1) 

Supposons  que,  pour  x„  =  x„o,  les  quantités  z,  Xj,  ...  ,  x„_,, 
p,,  ...,pn  prennent  les  valeurs  Zq,  Xjo,  ... ,  x„_,,o, ... ,  p«»,  ... ,  p„e 
liées  entre  elles  par  l'équation  : 

/•(z„,a;io,...,a;„o,Pio,---.P«o)  =  0 (2) 

La  méthode  de  Cauchy  consiste  à  prendre  {n  —  i)  nouvelles 
variables  Ui,  u^, ... ,  u„_i  fonctions  de  ar,, ... ,  x„.  On  pourra  sup- 
poser réciproquement  z,  Xj, ... ,  x„_i,  pi, ... ,  p„  fonctions  de  m,, 
«2, ... ,  Un-i,  Xn.  Dans  cette  hypothèse,  on  aura  : 

dz  dx.  dXn-i 

dXn  dXn  ax„ 

dz  dx,  dXn—i  it\ 

—    =Pi:7— H V-pn-l--—' W 

au  du  du 

l'équation  (4)  en  représentant  (n  —  i),  que  l'on  obtient  en  rem- 
plaçant successivement  m  par  «i,  Mj,  ... ,  w,_i  {*).  Dérivons  l'équa- 
tion (3)  par  rapport  à  u ,  l'équation  (4)  par  rapport  à  x, ,  et 
retranchons  le  second  résultat  du  premier,  nous  trouverons  : 


Idpi  dXi      dpi^  dxA  /dp«-i  dxn-i      dpn-i  dx,-i\       ,»,> 

\dXn  du       du    dx„l  \  dx„       du  du      dXn  } 


(*)  Nous  employons  celle  manière  abrégée  de  représenter  (n — 1)  équations 
plusieurs  fois  afin  de  pouvoir  calquer  le  §  29  sur  le  §  28.  Ainsi  les  équations 
(3),  (7),  (8),  (9),  (10),  (10'),  (11)  en  représentent  chacune  (n  —  1),  obtenues 

u  remplaçant  M  par  u,,u,,  ...,u,_i,  a;  par  Xi,x,,  ...,a;«_i,  ou  pparp,,p,," 

...P—i. 
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On  déduit  ensuite  de  l'équation  (l) 

SX-n  1     Sx  dXn  SZ    dX„  i    Sp   dXn  '     '     '  " 

2*  ^^    H-^  — H-i^^    =0  (7) 

1    Sx  du         Sz  du         i   Sp  du 

Substituons  dans  cette  dernière,  les  valeurs  de  ^ '-^tirées  des 
équations  (4)  et  (5),  il  viendra  ; 

1    du  \dx         Sz       Sp„  dXn)        i    du  \Sp        <Jp„  dXn) 

Les  fonctions  u  étant  indéterminées,  nous  ferons  disparaître  la 

dernière  somme  qui  entre  dans  cette   équation,  en  posant  les 

(w  —  1)  équations  : 

Sf        Sf    dx 

=  0 (9) 

Sp       J~p„  dXn 

L'équation  (8)  deviendra  par  là  : 

»-»  (to  ISf  ?f       Sf    dp  \ 

2  —  U--4-p-f -+--^-î-  =0 (10) 

1    du  \Sx      ^  Sz       Sp„  dXn' 
Le  déterminant 

Xi,  ...,  Xn—l 

V  > 

Mi,...,M„_l 

n'étant  pas  nul,  en  général,  d'après  les  conditions  (9),  qui  ne 
contiennent  pas  explicitement  les  ti,  les  équations  (10)  équivalent 
à  celles-ci  : 

Sf  Sf       Sf     dp 

Sx  SZ  Spn    dXn 

Enfin,  on  déduit  des  équations  (6),  (5),  (10)  et  (9),  comme  on 
l'a  vu  dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes, 

Sf  Sf       Sf    dpn_ 

SXn  Sz         Spn   dXn 
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Les  équations  (3),  (9),  (1 0'),  (H)  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 
suivante  que  nous  avons  déjà  rencontrée  (n°  42)  : 

-^  -^         P,— 1 HP„-^ »-Pi—  — i-Pn 

<yp.  ^Pn  ^Px  ^Pn        ^^i  "^^  ^^n  J« 

Ces  équations  (12)  ne  contiennent  pas  les  u.  On  en  tirera  un 
svstème  de  valeurs  : 

X^=:fl,Xi  =  fi,...,X^-l=f,-l,    ==/■„,   Pt  =  /"f.  +  l, .-.,/>«  =  An,      (Ï5) 

chacune  des  fonctions  /]  contenant  jf,,  et  les  valeurs  initiales 
jro,Xio,  ...,x,_,,o,  Pio,  -,Ph-\,o-  Il  est  clair  que  pour  achever  la 
solution,  il  suffit  de  déterminer  ces  valeurs  initiales  en  fonction 
des  !/,  de  manière  à  satisfaire  aux  équations  (4). 

108.  Détermination  d'une  intégrale  de  (12)  satisfaisant  à  (4). 
Substituons  les  valeurs  (15)  dans  l'équation  (4),  et  posons  : 

dz  dx.  dxn~i 

du  du  du 


dp^      — « 
du  ' 


Au  moyen  de  (5),  on  déduira  de  celle-ci  : 

";;'  /  dp  dx        dp   dx\        dl 
1    \dx„  du        du  dxj       dx„ 

Eli  substituant  ces  valeurs  dcj^et-^dans  (7),  il  vient 

.jy       dl     Sf      ^ 

17^  +  7-7^=0 (14) 

âZ        dXn  àPn 

D'où ,  en  faisant 

IL 

J        "'''* 

I  =  I,e  *«o  (16) 
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Pour  que  1  =  0,  il  suffit,  en  général,  que  Io  =  0,  ou  : 

dZ(,  dx^f,  dx„-i,o  ,._ , 

dUi  dUi  dui 


■Pio-^ 1 HP«-i,o— .    .    .    .   (1/n-l) 


dUn-l  dUn—i  dUn—i 

On  peut  satisfaire  à  celle-ci  de  diverses  manières  (*)  : 

i°  On  peut  supposer  que  Zq,  Xjo,  ... ,  a:„_i,o  soient  des  cons- 
tantes arbitraires,  et  que  pi^, ...  ,/î„_i,o  soient  des  fonctions  quel- 
conques des  u ,  ou  soient  eux-mêmes  les  u.  Dans  ce  cas ,  en 
éliminant  les  ^o  entre  les  n  premières  équations  (15)  on  trouvera 
Vintégrale  complète  : 

F(s,  a;,,...,a;„,Zo,^io.  •••j^n-i.o)  =  0 (18) 

2°  On  peut  supposer 

s? 


Pio=ir— ,-.-,i'»-i,o  = 


Xwi^io, ... ,  x„_^^o  étant  des  fonctions  quelconques  des  u,  ou 
étant  pris  eux-mêmes  pour  les  u.  Pour  trouver  l'intégrale  cor- 
respondant à  cette  hypothèse,  il  faut  se  donner  préalablement 
la  forme  de  »,  afin  de  pouvoir  éliminer  les  u  entre  les  n  pre- 
mières équations  (1 5).  Cette  intégrale  est  Vintégrale  générale. 

5"  Enfin,  on  peut  satisfaire  aux  équations  (17),  au  moyen 
d'hypothèses  intermédiaires  entre  celles  dont  nous  venons  de 
parler.  On  peut  poser,  en  même  temps, 

^0  ^^    î"    ('''10  )  •  •  •  ?  Xmo)  1 

Xm+i,o  =  constante, ... ,  a;„_i,o  =  constante, 

Xio,ar20}  •..,3fmoj/'m+i,0  5  --jPn-i.o  étaut  des  fonctions  quelconques 
des  w,  et  les  autres  p  étant  déterminés  par  les  relations  suivantes  : 

_  3f  _    ^f 

(*)  Ce  ne  sont  pas  les  seules  manières  de  satisfaire  à  ces  équations  (n»  1 16.111). 
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109.  Remarques.  I.  Si  l'équation  donnée  est  linéaire  et  de  la 

forme  : 

XiPjH hX„p„  =  Z, 

les  n  premières  équations  auxiliaires  sont  celles  de  Lagrange  : 

dxi dXn_dz  .jg> 

Xj  X„  L 

Elles  suffisent  pour  résoudre  complètement  le  problème  (§  6). 

II.  Si  les  n  premières  équations  (43)  ne  contiennent  pas  lespo> 
on  en  déduira  : 

ce  qui  donnera  l'intégrale 

qui  appartient  à  une  équation  linéaire. 

III.  En  exprimant  que  les  valeurs  données  par  les  relations  (13) 
satisfont  aux  équations  (4)  quand  on  suppose  u  =  po>  il  vient  : 


I 


=:/,+l 1 -t-/2»-l 


■fn  +  l- 1 t-/î»_f 


Spn-i.a  ^Pn-i,0  '  ^P»-i,0 


Il  résulte  de  ces  équations  que  si  (n  —  1)  des  fonctions  /j, ...,/], 
ne  contiennent  pas  un  des  po»  il  en  est  de  même  de  la  w*"*. 

IV.  Si  l'on  déduit  des  ti  premières  équations  (13) ,  par  élimina- 
tion des/),  plus  d'une  et  moins  de  n  relations  entre  z  et  les  x, 
on  se  trouve  dans  le  cas  des  équations  semi-linéaires ,  signalé  par 
Lie  (n°  44,  III),  et  rencontré  incidemment  par  Serret  (n"  149). 

V.  On  peut  donner  de  la  méthode  de  Cauchy,  dans  le  cas 
général,  une  interprétation  géométrique  symbolique  dans  un 
espace  à  (n  -+-  4)  dimensions,  d'après  les  idées  de  Lie.  L'équa- 
tion (4)  représente  oo*"  éléments  dans  l'espace  à  (n  -t-  4)  dimen- 
sions. Les  raisonnements  des  numéros  précédents  démontrent 
que  les  éléments  de  toute  solution  de  l'équation  (4)  sont  compris 
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parmi  ceux  qui  satisfont  au  système  auxiliaire  (12);  le  système 
auxiliaire  (12)  ne  contenant  que  oo*"  éléments,  contient  donc  seu- 
lement les  éléments  de  l'équation  (1).  Les  équations  (4)  expriment 
simplement  comment  il  faut  grouper  les  éléments  des  équations 
(12),  pour  que  l'on  ait  dz^^pidxi  -+-•••-+-  p„dx^.  Cette  remarque 
explique  aussi  pourquoi  il  suffit  de  considérer  les  n  premières 
équations  (12)  dans  le  cas  où  l'équation  donnée  est  linéaire. 

JIO.  Exemple.  Soit  l'équation  (*) 

Les  équations  auxiliaires,  après  multiplication  para;i...x„=pi.../>„ 
sont  : 


dz 

PldXi  =  •  • .  =  PndXn  = =:  X^dPi  =■■=  Xndpn  ) 

n 


c'est-à-dire  : 


dXi       dpi  dXn       dp,, 

Xi  Pi'       '   «„   "~  p„  ' 

dz  _Pi  _       _pn 


On  trouve,  pour  les  intégrales  : 

X^  fl/iQ  Xn  3?fio 

Pi  Pto'         '  Pn  Pm 

-       -        =  ~  (^1  ~  ^lo)  =  •••  =  — -  i.X»  ~  ^«o)) 

avec  la  condition  : 

X^Q  ...  Xna  =  Pi Q  ...  Pno • 

En  multipliant  entre  elles  les  n  valeurs  de  (z  —  z^),  on  trouve 


—  (s        Sg)"  —  [Xi        OJjo)  {X^  —  ajjo)  ...  [Xn  —  Xno), 


C)  Cauchy,  dans  le  mémoire  cité,  traite  ainsi  cette  équation  quand  n  =  3. 
Graindorge,  no^g,  p.  50,  n-  69,  p.  65,  intègre  la  même  équation  pour  n  =  3, 
par  la  méthode  de  Jacobi ,  sous  ses  deux  formes.  Voir  aussi  le  n»  73,  L 
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intégrale  complète  qui  contient  une  constante  supplémentaire, 
si  l'on  regarde  Zo  comme  arbitraire. 

111.  Cas  d'exception  apparente.  Modifications  de  Mayer  et 
Darboux.  I.  Si  l'équation  donnée  est  homogène  par  rapport  aux/i, 
on  a,  à  cause  de  /"=  0, 

Sf  Sf  Sf       ^ 

et,  par  conséquent,  la  n"~  équation  (12)  donne  pour  intégrale 

s  =  constante. 

Il  est  impossible  évidemment  d'éliminer  lesp^  entre  cette  équation 
et  les  (n  —  1)  relations  (15i),... ,  (13,_,),  et  par  conséquent  la 
méthode  générale  de  Cauchy  ne  donne  plus  l'intégrale  complète. 
Mayer  a  indiqué  un  moyen  très-simple  d'arriver,  tant  dans  ce 
cas  que  dans  le  cas  général,  à  une  intégrale  complète  contenant 
comme  constantes  pw, .. ,  Pn-i.o  et  Zq.  Pour  cela,  considérons 
l'intégrale  générale  qui  est  telle  que 

-o  =  -!)-*-Pio^io-< HPi.-i.oa:,_i,o (19) 

On  aura,  zô  étant  une  constante, 

dZf,  dZg 

T—  =Pio,---,-J- =P— 1,0. 

àXio  oXn-1,0 

Par  conséquent,  pour  trouver  l'intégrale  complète  correspon- 
dante, il  suffira  d'éliminer  Zo,  Xjo,  ^.,x,_4,o  entre  les  équations 
(15,),  ..,,(15,)  et  (19).  La  chose  est  toujours  possible  parce  que, 
les  X  se  réduisant  à  Xq  pour  x„  =  x,o ,  le  déterminant  D 'ly'"'- 


n  est  jamais  nul,  puisque  pour  x,=  x^,  il  est  égal  a  l'unité.  On 
peut  donc  trouver  les  Xq  en  fonction  des  x. 

Il  est  facile  de  généraliser  ce  qui  précède.  Posons 


2o  =  P(a?io," 

•iX.-M,»!,. ..,«„) 

Jx.« 

••>JP„_,,0  =  T- 

dX,_|,o 

(20) 

m 
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a,, ...,  a„  étant  n  constantes.  Eliminons  entre  les  équations  (13i),..., 
(13„),  (20)  et  (21)  les  quantités  Zo,  Xq  et  po?  on  trouvera 

F(z,a;,,...,a7„,ai,...,œ„)  =  0, (22) 

relation  qui  sera  une  nouvelle  intégrale  complète.  Le  système  des 
équations  (13i),...,('13„) (20)  (2i)  peut  être  remplacé  par  (i3i),..., 
(13J(21)  (22).  Si  donc  l'on  fait  x„=  a;„o,  et,  par  suite,  si  les  équa- 
tions (13)  donnent  Xi  =  x,o,  ...,  a;„_i  =  iCn_i,o  ?  ^  =  ^o?  l'équation 
(22)  conduira  à  la  relation 

«o  =  ?'(^io."-.^»-i.o,ai,...,a„) (20) 

Donc,  si  l'on  faisait  simplement  a;„  =  x„o  dans  (22),  on  trouverait 

z  =  p  (a^i,... ,  a;„_i,aj, ...  ,«„). 

Ainsi  l'intégrale  complète  en  question  se  réduit  à  la  fonction 

y  (Xi,  ...  ,  X„_i ,  a, ,  ...  ,  a„),  pour  X„  =  X^  (*). 

[II.  On  peut  encore  satisfaire  aux  équations  (4)  en  posant  : 

et  regardant  Xio,...,x^o?  Pm+uo,  —  ■,Pn-i,o  comme  étant  les  u, 

Pk,  '•'  5  Pmoj  arm+i,oj  •••  5  x„_^^o ,  ^ô  les  constantes  (**).] 

(*)  Mayer  expose  directement  ces  remarques  au  moyen  de  la  méthode  de 
PfafT  modifiée  par  Jacobi.  Il  donne  plusieurs  théorèmes  intéressants  sur  la 
liaison  des  intégrales  entre  elles  (voir  le  n»  120,  note).  [On  voit  que  la  méthode 
de  Cauchy,  exposée  dans  toute  sa  généralité,  comme  nous  l'avons  fait  plus 
haut,  contient  implicitement  la  modification  de  Mayer.] 

[(**)  Darboux  (Comptes  rendus,  1874,  t.  LXXIX,  pp.  1488-1489,  1875, 
t.  LXXX,  pp.  160-164)  a  le  premier  signalé  cette  intégrale,  mais  seulement 
dans  le  cas  des  équations  semi-linéaires  (voir  n»  119).  Il  expose  aussi  ses 
recherches  au  moyen  de  la  méthode  de  Pfaff  modifiée  par  Jacobi.] 
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CHAPITRE  II. 

RECHERCHES  DE  SERRET. 
§  50.  Éqtuitiaitt  à  deux  rariables  indépendanteg. 

11*.  Forme  donnée  à  la  solution  générale  dans  les  recherches 
de  Serret.  L'équation 

nx,y,z,p,q)  =  0. (1) 

conduit  aux  équations  auxiliaires 

dx  _  dy  _  dz  _       —dp       _       —  dq  ^, 

lf~ôf~      Sf         Sf  ~  Sf  Sf  ~  Sf  Sf'  '    ' 

_1_        _L         p_L_4_q — j-p. — ^q  — 

3p         Sq  Sp         Sq        Sx  Sz        Sy  3z 

dont  les  intégrales  sont 

y  =  A(a;,yo'2o.  îo), (3i) 

s  =  /,(a;,yo.-(.,  9o). (3,) 

P  =  /s(a;,  Vo,  2o,?o). (3,) 

9  =  A(aî,yo.^o'9o) (3<) 

Nous  supposerons  que  l'on  ait  déduit  des  deux  premières  l'inté- 
grale complète 

z  =  M(a;,y,yo,2o) (-*) 

On  aura,  par  conséquent  : 

P  =  ^  =  N{a;,y,yo,-o).    9=^  =  P(-iy.!/o.2o)   •   •   •  (3) 
Si  l'on  veut  avoir  l'intégrale  générale,  on  n'a  qu'à  supposer 

«•  =  fVoy 
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et  joindre  à  l'équation  (4)  sa  dérivée  par  rapport  à  y^  : 

m     m 

y--^jr^o=o (6) 

Les  équations  (4),  (5),  (6)  sont  équivalentes  aux  équations  (3)  et 
les  remplaceront  complètement  dans  ce  qui  suit  (*). 

113.  Nouvelle  forme  de  la  valeur  de  l,  trouvée  par  Serret.  On 
peut  obtenir  la  différentielle  totale  de  f  [x,  y,  z,  p,  q),  en  ajou- 
tant les  différentielles  de  l'équation  (5),  ou  des  équations  équi- 
valentes (4),  (5),  (6),  multipliées  par  des  facteurs  tels  que  les 
différentielles  dyo,  dzo,  dqo  disparaissent  du  résultat  final.  Il  est 
évident  que  l'on  doit  multiplier  par  0,  ou  laisser  de  côté  l'équa- 
tion (6),  qui  contient  seule  Ço-  Multiplions  les  équations  (1),  (o,),  (Sj) 
respectivement  par  p,  v,  p.  On  aura  : 

'       \    ^x  Sx       ^  Sx) 

<J~M  S'S  SV\ 

(j. t-î'i^"^PT"    àij  —  fj-dz  —  wdp  —  pdq  =  0 , 


Sy  Sy  Sy 

si  fi,  V,  p  satisfont  aux  relations 


SM         JN  ^P      „ 

^i/o  ^2/o  ^iJo 

SM           S^            ^P        „ 
M—  -t-v  —  -t-p--  =  0 (/,) 

O-t-n  O^n  o^n 


(*)  Serret  établit  assez  péniblement  cette  équivalence ,  eu  s'appuyanl  sur  le 
principe  insutSsamment  démontré ,  que  nous  avons  signalé  au  n"  103  en  note. 
Il  est  facile  de  corriger  ce  petit  défaut  comme  on  l'a  fait  au  numéro  cité.  Mais 
cette  vérification  à  posteriori  de  la  méthode  de  Cauchy  est  inutile,  puisque 
tous  les  calculs  de  Cauchy  peuvent  se  faire  en  sens  inverse.  C'est  pour  la 
même  raison  que  nous  avons  supprimé  la  vérification  à  posteriori  de  la 
méthode  de  Pfaff  modifiée  par  Jacobi  et  donnée  dans  les  Vorlesungen, 
pp.  364-369.  Voir  aussi  n»  109,  V. 
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Il  est  clair  que  l'on  a ,  d'après  ces  relations  : 

Sz  fi 

Sp 
c'est-à-dire,  d'après  la  dernière  des  équations  (7)  : 


SZo 

y  dM 

SxSzo 

V 

J*M 

M 

^y^-,> 

V 

<?M 

m 

Js« 

cZ . 

S      m     p  S      S'a 
Remarquons  maintenant  que  pour  calculer  l'intégrale 

nous  devons  supposer  tt  exprimé  en  x  seul,  par  le  moyen  des 
équations  (5)  ou  des  équations  (4),  (5),  (6).  Nous  pouvons  donc 
nous  servir  de  celles-ci  pour  transformer  tt.  Or,  l'équation  (6) 
qui  est  équivalente  à  (3,),  mise  sous  la  forme  : 

m 

donne 

~  IJ2L       ^*^    dy\_mi  PU         J*M    dy  v  _ 
iz,\iy^Sx      Sy^iy  dx)       iy^  XSz^Sx "*" Sz^Sy  dx)  ~ 

Celte  équation  est  vérifiée  si  l'on  y  fait  ; 

dx      7 
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En  effet,  elle  devient,  par  cette  substitution  : 

ou  encore,  après  multiplication  par  v,  à  cause  des  équations  (7)  : 

On  peut  donc  remplacer  ^  par  g^  dans  la  valeur  de  tt,  qui  devient 
ainsi  : 

S      m     S      m     dy      d      m 

;r  =  — -log- h  — log-— X— -= — log 

Sx    ^  Sz^      Sy    *'  Sz^      dx       dx    ^  Sz^ 

Par  conséquent, 

jTrdx  log  5 log  (  j—  )  J.W 

J  IqC  JgB  — 'o"J~' 

carM=z  =  2opourx  =  Xo, et,  par  suite,  ^|jY_    =1. 

114.  Examen  du  cas  critique.  La  formule  précédente  nous 
permettra  de  discuter  le  cas  où  la  forme  de  la  fonction  ,;?/,  à 
laquelle  z  doit  se  réduire  pour  x  =  Xo,  est  telle  que  l'intégrale 
j'izdx  a  une  valeur  infinie  et  positive ,  telle  par  conséquent  que 

-10g-=oo,      OU      -=0, 

quand  x  =  ar„.  Dans  ce  cas,  on  n'est  plus  sûr,  à  priori,  que 

1  =  0, 

quoique  I^  =  0.  On  devra  donc  vérifier,  à  posteriori,  si  l'on  a 
vraiment  I  =  0.  Quand  il  en  sera  ainsi,  il  existera  encore  une 
solution  z  =  M,  se  réduisant  à  «  =  y?/,  pour  x  =arQ,  mais  chose 
remarquable,  elle  est  fournie  par  la  solution  complète,  comme 
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la  montré  Serret.  Les  raisonnements  de  ce  géomètre  s'appliquent, 
non-seulement  au  cas  où 

—  lOgT— ' 

est  infini,  mais  encore  à  tous  les  cas,  où  celte  expression,  pour 
X  =  Xo,  prend  une  valeur  différente  de  zéro,  [^)  élant  différent 
de  l'unité,  pour  x  =  Xq. 

Soit,  en  effet,  pour  x  =  x^, 

- —  =  constante  différente  de  l'unité, 

et  supposons  que  z  =  M ,  pour  x  =  x^,  devienne  z  =  st/,  ou  encore 
que  pour  x  =  Xo,y  =  yo,on  ait  Zq  =  ç-yo*  Les  équations  (5),  ou  les 
équations  (4)  (o)  (6),  doivent  donc  être  identiquement  satisfaites 
pour  ces  valeurs.  Or,  si  Ion  suppose 

dans  réquation  (6),  celle-ci  ne  peut  pas  être  satisfaite,  à  moins 
qu'elle  ne  le  soit  déjà  pour 

quelque  soit  y.  En  effet,  s'il  eo  était  autrement,  on  tirerait  de  (6) 
la  valeur  y  =  t/o,  après  substitution  de 

X  ^^Xo,      So  =  f  i/o  ) 

Or,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que  Ton  ait,  pour  x  =  Xu, 
%^  =  i,  ce  qui  est  contraire  à  l'hypothèse  (*), 

(*)  Ce  raisonnement  n'est  vrai  qu'en  général.  On  admet  que  la  fonclion  M 
est  telle,  que  l'on  ne  puisse  y  faire  a'=:jro,  y^  t/oi  ^*"s  fl"^  '<*"  ^'^5  "*""" 
seulement  M  =  Zq,  mais  aussi 4^=  1.  La  valeur  de  ?—  est  donnée  par 
I  équation  (6);  donc  Téqualion  (6)  doit  conduire  à  la  relation  -5—  =  1 ,  pour 
^^^Oj  !/==!/05  sauf  les  cas  oii  j/q  n'existe  pas  dans  celte  équation.  Serret 
est  peu  précis  dans  les  raisonnements  qui  se  rapportent  à  ce  cas  critique,  qui 
a  besoin  encore  d'être  étudié  plus  à  fond. 
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Ainsi  y^  disparaît  de  léquation  (6)  quand  on  fait  x  =  Xq.  Mais 
l'équation  (G)  est  la  dérivée  de  l'équation  (4)  par  rapport  à  t/o. 
Donc  yo  disparaît  aussi  de  l'équation  (4)  quand  on  fait  a;  =a;oi 
puisque  la  dérivée  du  premier  membre  de  (4),  c'est-à-dire  le 
premier  membre  de  (6)  est  identiquement  nul  pour  oc  =  Xq.  Mais 
nous  savons  que  l'équation  (4),  pour  x  =  Xq,  y  =  yo  donne 
Zq  =  fy^;  donc  pour  x  =  Xo  simplement,  elle  donne  z  =  (j>y. 
Dans  le  cas  actuel ,  la  fonction  Zq  =  ï^^q  6St  donc  telle  que  la 

solution 

z  =  M 

donne  z  =  ^y,  pour  x  =  Xq^  sans  qu'il  soit  nécessaire  d'éliminer 
t/o  entre  cette  équation  et  l'équation  (6)  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Autrement  :  dans  le  cas,  le  seul  important,  pour  la  théorie 
qui  nous  occupe,  où  |-  =0  pour  x  =  aro,  on  a  aussi,  à  cause 
de  l'équation  (6),  ^  =0,  et,  par  suite,  pour  x  =  Xo,  y^  n'entre 
plus  dans  l'équation  (4).  Ce  raisonnement  est  plus  simple  que 
celui  de  Serret,  et  s'applique  à  des  fonctions  qui,  pour  x  =Xo, 
y  ==:yQ,  ne  donneraient  pas  -^  ^  i. 

115.  Exemple.  Soit  l'équation 

pqy  —  pz-i-aq  =  0, 
a  étant  une  constante.  Les  équations  auxiliaires 

—  pdx       qdy        dz        dp       dq 
aq  pz        pqy       p*        0 

ont  pour  intégrale 

9  =  ^0,    P  =  mo^, 

z  =  R  [Zo  (Zo  —  îi/o) -t- a^o  (a?  -  a;o)] , 
y  =  H  [»/o  (zo — 9!/o)  -  a{x  —  x^)] , 

R  étant  défini  par  la  relation  : 

1  
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On  en  déduit,  pour  l'intégrale  complète 


=  M, 


--ix-x,)i-^\^[--lUx-x,)\-2a^+-(x-x,) 

yo  J     '  *yo      /  L       Vo    i/o 

D'ailleurs, 

Si  Ton  suppose  Zo  —  q^ij^  =  0,  on  a  : 

a  étant  une  constante.  Or,  si  l'on  introduit  ces  valeurs  de  z^  et  de 
7o  dans  l'intégrale  complète,  on  trouve  que,  pour  j  =  x^,  il  vient 
z  =  aj/,  ce  qui  est  le  résultat  indiqué  par  le  théorème  de  Serret. 


§  31.   Équation»  à  n   rat'iablea. 

116.  Forme  donnée  à  l'intégrale  générale  dans  les  recherches 
de  Serret.  L'équation 

f(x^,...,x„,z,p^,...,p„)  =  o, (I) 

conduit  aux  équations  auxiliaires: 

£fi_       _  d3-„  _     dz      _        -  dp^       _  —dp„ 

^P.  H^n  ^5p       Sx.'^^'Sz  Sx„'^^''fz 

dont  nous  représentons  les  intégrales  par  les  équations  : 

^.  =  A(a;„,a?,a,...,j;._,,o,5o,Pio,--.P— i.o),.  .  .  .  (3.) 
2  =/'„(a;„,a;,o,-..,ar,_i,o,So,P,o,-  -.P—i.o),.  .  .  .  (3„) 
P<  =/"•-« (ar„, a;,o,. .., a:»-!^,  3o,p,o,"- ,P»-i,o)    .   .   .  (3»^.,) 

I.  Soit 

F(3,ar,,...,x„,So,iF„,...,ar,_i.o)  =  0 (4) 
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l'intégrale  complète,  obtenue  par  élimination  des  p^  entre  les  m 
premières  équations  (3).  On  pourra  remplacer  n  des  équations  (3), 
par  les  suivantes  qui  donnent  les  valeurs  des  p  : 

<5^F  JF  J-F  J-F 

II.  Veut-on  avoir  l'intégrale  générale,  on  posera  (n"  10)  : 

•^0  =  y  (^10»  •^ÎOy  •••  )  ^n— l,o)> 


Pt 


^X„-i,o 


et  on  éliminera  les  ar^  entre  les  n  premières  équations  (3),  ou 
entre  (4)  et  les  équations  suivantes  déduites  de  (4)  : 

J'F  J'F  J-F  J-F 

Les  équations  (4)  (o)  (6)  sont  équivalentes  aux  équations  (3). 
III.  On  trouve  des  intégrales  moins  générales  si  l'on  suppose, 

Z  =  ?{Xio,...,X„-i,q), 


et,  en  outre,  que  les  Xg  soient  liés  entre  eux  par  des  équations  : 

CCm+i,0=?i{Xio,...,X„o),...  ,X„-i,o='Fn-m-l  {Xio,  ■  ■■  ,  X„o)  ■ 

Les  intégrales  moins  générales  dont  il  s'agit,  ou  intégrales  mixtes, 
sont  donnéespar  les  équations  (n°  10)  : 

F{Z,Xi,...,X„,Za,Xio,..-,Xn--l,o)=0, (4) 


<?^,„-^^p--^.ifc-*-]^P'VJ^=''  •  •  •  ("'^ 


JF         <?F  '— *  /  J~F         JF       \    J-p.- 

àX„o  dZ  m+i  \dXio  dZ,         /  ^X„o 

Remarque.  Dans  ce  dernier  cas,  on  emploie,  au  fond,  m  va- 
riables auxiliaires  Xjo, ...,  a:„o  et  {n  —  m)  fonctions  arbitraires; 
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dans  le  cas  de  la  solution  générale,  on  emploie  (n  —  i)  variables 
nuxiliaires  et  une  fonction  arbitraire. 

117.  Nouvelle  forme  de  ta  valeur  de  I,  trouvée  par  Serret. 
Occupons-nous,  en  premier  lieu,  du  cas  où 

|v        M  >  •  •  •  j  /"— I 


Pioj--.P--t.o 


n'est  pas  nul.  Nous  pouvons,  dans  ce  cas,  supposer  l'équation  (4) 
mise  sous  la  forme  : 

ï  =  M(x,,...,ar„,2,,  ar„,  ...,a?»_i.o), (8) 

et  les  équations  (5)  et  (6)  sous  la  suivante  : 

^^  ^^ 

P.=-  =  N.,...,p.  =  -  =  N, (9) 

o  M        o  M  ^M  o  M  _  ... 

7— -^TrP.o  =  o....,j- — -t-— p^t.o  =  o  .  .  .(10) 

L'ensemble  de  ces  équations,  qui  est  équivalent  au  système  (5), 
va  nous  permettre  de  calculer  I. 

On  peut  obtenir  la  différentielle  totale  df  du  premier  membre 
de  f=0,  en  ajoutant  la  différentielle  de  l'équation  (8)  et  celle  des 
équations  (9),  après  les  avoir  multipliées  par  des  facteurs  u,  y,,.. .,v„, 
propres  à  faire  disparaître  f/z^,  dx^, ...»  dx,_i,o.  On  a  donc  : 

les  facteurs  /«,  vi,  v^, ... ,  y„  devant  satisfaire  aux  n  relations  : 

M— — — +-y.-— -+...-t-y„-— — =0,  .   .   .  (110 
-^v,—— ♦- ...-♦- v„——  =  0,  .    .   .   (11.) 


<Jx,-  «fx,-  .      Jx, 


M— ^y,_-i_H....  H-v„-—Ji_=o.  .  .  .  (n„) 

oXm—l  ,0  oXa— 1 ,0  0Xs— 1 , 0 
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D'après  la  valeur  de  df  et  la  première  de  ces  équations ,  on  a  : 


Sf 

m^ 

JN„_i 

S^n 

Sz 
Sf 

M  _  Vi   SZa 
v„  ~  v„  JM  "^ 

v„-i    SZq 

SZq 

SPn 

Sz, 

Sz. 

Sz, 

On  devrait  éliminer  Xi , ... ,  a:„_i  de  cette  valeur  de  tt,  au  moyen 
des  équations  (10);  mais  on  peut  auparavant  transformer  cette 
expression,  au  moyen  des  équations  (10)  elles-mêmes  mises  sous 
la  forme  : 

^'~'SJi_' 
SXa 

On  tire  de  celle-ci ,  en  dérivant  par  rapport  à  x„  > 

^M    /JNi   dXi  (^Nn-i  dXn-l  Sjc^ 

SZo   y^o    ^a  S^o         ^^«  ^N  / 

SM  /SN^  dXi  S^„.i  dXn-i       J~N 


o/ 


J"a?o  \Sz,^   dXn  S^o    '  dXn  SZq 

Ces  équations,  à  cause  de  (H),  sont  identiquement  satisfaites  par 

dX^  Vi  dXn-l  _    Vn~\ 

àXn  ~  y»  dXn  Vn 

Donc  la  valeur  de  t  peut  s'écrire 

SN,  SN„-i                 S^„ 

_  SZo  dXi  SZo  dx„-i       SZo_  _  _d_        SM 

"^^  £M  d^"^  ^"Tm     dXn   '^'sW~'dx^  °^^o' 

SZo  SZo                    SZo 

Par  conséquent,  en  se  rappelant  que ,  pour  x„  =  x„o, 

SM  _ 
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on  a  : 

Ttdx  jjyi 

ce  qui  est  la  formule  de  Serret. 

118.  Examen  du  cas  critique  par  Serret.  Supposons  que  la 
fonction  f  ait  été  choisie  de  telle  sorte  que 

-^  =  constante  différente  de  l'unité (12) 

pour  jr„  =  a:„o.  Il  se  peut  qu'il  existe  une  solution  de  l'équation 
(i),  telle  néanmoins  que  pour  x,  =  a;io,Xj  =  X2o,  ...,  x„^x,ojOn 
ait  z=Zo  =  ?  (^io>  ^205  —,  ^»-i,o)'  Dans  ce  cas,  je  dis  que  cette 
solution  n'est  pas  l'intégrale  générale  correspondant  aux  équa- 
tions (8)  (9)  (10),  mais  est  l'intégrale  complète,  ou  une  autre 
solution  intermédiaire  entre  l'intégrale  générale  et  l'intégrale 
complète. 

En  effet,  lorsque  les  circonstances  précédentes  se  présentent, 
les  équations  (dO),  à  cause  de  l'équation  (12),  ne  peuvent  pas 
donner  x^  =  Xio, ... ,  ar,_j  =  ar,_,,o  quand  x,  ==  a:,,o>  car  cela 
présuppose,  en  général,  |^=  1.  On  doit  donc  admettre  que  pour 
^11  =  ^«o»  ces  équations  sont  identiquement  satisfaites,  quels  que 
soient  x,,  x^,...,  x,_,,  soit  en  restant  distinctes,  soit  en  se  rédui- 
sant à  un  nombre  m  moindre  que  (n  —  1). 

Considérons  d'abord  le  premier  cas.  Supposons  identiquement 
nuls,  pour  x„  =  x„o,  les  premiers  membres  des  équations  (10).  Il 
faut  en  conclure,  que  (z  —  M)  ne  contient  pas  x,o,  x^, ...,  x„_i,o 
quand  x„  =  x,o»  car  les  premiers  membres  des  équations  (10) 
sont  les  dérivées  de  (z  —  M),  par  rapport  à  x^, ... ,  x,_  ,,o .  Cepen- 
dantz  —  M  =  0, pour  x,  =  Xjo,...,x,  _,  =  x„_i,o, donnez  =Zo  = 
f  (x,o, ...,  x,_,,o)  si  x„  =  x,o.  Donc,  pour  x„  =  x„o,  on  a 

Z  =  f  (X,,X„  ...fXn-l). 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  équations  (10)  se  réduisent 
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à  k  =  {n  —  1  —  m)  équations  distinctes,  quand  on  fait  x„  =  x,,^. 
Tirons-en  les  valeurs  de  k  d'entre  les  constantes  : 

et  substituons-les  dans  les  équations  (10),  et  dans  (8).  Après  cette 
substitution,  il  est  clair  que  les  équations  (10)  deviennent  des 
identités.  Il  en  est  de  même,  par  conséquent,  des  équations  sui- 
vantes qui  sont  des  combinaisons  linéaires  des  équations  (10)  ; 

£^    ^  £L^-Vf— -t-— — ^  —  =  0-        (13) 

^Xg         J"Zo  ^Xo        m+l   \^i37,0  ^Zg  SXiol   ^Xq 

par  suite,  z —  M  =0,  dont  les  équations  (13)  sont  les  dérivées 
identiquement  nulles,  par  rapport  à  a:,o,  Xjo, ...,  x^o  ?  ne  contient 
aucune  de  ces  constantes  arbitraires.  Mais,  par  hypothèse,  pour 
Xi  =  Xio,  Xj=  Xjo, ...,  x„_^  =  x„_  1,0  quand  x„  =  x„o,  z  —  M  =  0 
donne 

z  =  Zq  =  f  (xio, ...,  a7«-i,o). 

Donc,  enfin  pour  x„  =  x„0  5  la  solution  mixte,  définie  par  les 
équations  (8)  (9)  (13),  est  telle  que 

Z  =  f  {Xi,X^,  ...,X„-i). 

ce  qui  démontre  le  théorème  annoncé  plus  haut. 

On  arrive  au  même  résultat,  au  moyen  du  raisonnement  plus 
simple  du  n"  114.  Le  cas  d'exception  est  caractérisé  par 

n  =»• 

y^zol  x„=x„o 
On  a,  par  suite,  à  cause  des  équations  (10)  : 

-— =0,...,— =0, 

aXiO  aXn  —  i,0 

ce  qui  conduit  aux  conclusions  précédentes. 
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110.  Cas  des  équations  semi-linéaires.  Occupons-nous,  en 
second  lieu,  du  cas  des  équations  semi-linéaires.  Les  relations  (3), 
par  élimination  des  po,  donnent  m  relations  entre  les  variables  et 
leurs  valeurs  initiales  (n°  44,  III  et  109,  IV).  On  peut  alors  consi- 
dérer comme  intégrale  les  relations  en  question,  que  nous  sup- 
posons mises  sous  la  forme  : 

^»o="f'i  (2,a?i,-.-,  a;„,a;^,...,ir,_i.o), (14,) 

Xm-i,0=<i'wt-i{Z,Xi,    ..,XajX^,...,X»-i,o),  .     .     .    (i4»-0 
Zo  =  'Pm('S.Xi,...,X„,X„g,...,Xn-t,o) (14„) 

On  peut  remplacer  (n"  15)  cette  intégrale  par  la  suivante  : 

ViH Hi«_,i,_i  — ^„=0, (15) 

>,, ...,  i._,  étant  des  constantes  arbitraires,  ou  encore  par 

F(s,a?„...,j;„,  i„. ..,!»_,, ar„o,...,a;,-i.o)  =  0,  .   .  .  (16) 

en  représentant  le  premier  membre  par  un  seul  signe  fonc- 
tionnel. Les  valeurs  des  p  sont  données  par  les  équations  : 

JF  JF 

^^-"51=» <'" 

où 

Sx  Sx  Sx         Sx 

—  =  A  — -+---*-i«  ,^^*_£:^. 

aZ  oZ  aZ  oS 

On  trouve  une  intégrale  générale,  en  égalant  à  0,  la  dérivée 
'Je  F  par  rapport  aux  constantes  Xq.  On  trouve  ainsi  les  équations 
■suivantes  : 

Les  équations  (14),  (17),  (18)  remplacent  complètement  le  sys- 
tème (5)  et  permettent  de  calculer  tt,  comme  l'a  montré  Serret, 
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en  employant  toutefois,  au  lieu  de  la  relation  (Ib),  celle  que  l'on 
déduit  des  équations  (14)  et  d'une  relation  arbitraire 

Zo=?(«io,---.a;"-i,o), 
qui  remplace  l'équation  dont  nous  supposons  l'existence  : 

Zo  =  ?{^],---,^m-i,i^mo,---,X„-,,o) (19) 

Il  n'y  a  de  modification  dans  les  calculs  qu'en  ce  que  ii, ...,  >„_  j, 
sont  remplacés  par  pio,..,p„ _  1,0 j  comme  on  le  voit  facilement. 
Posons,  comme  Serret, 

"^=^' (2«) 

de  manière  que  les  équations  (17)  deviennent 

Pi-+-»T— =  0,...,P„  +  "t— =0 (17') 

iXi  dX„ 

On  reproduira  la  différentielle  totale  df  du  premier  membre  de 
l'équation  donnée /'  =  0,  en  ajoutant  les  différentielles  totales 
des  équations  (20)  et  (17'),  après  les  avoir  multipliées  par  des 
facteurs  fx,  y,, ...,  v„  propres  à  faire  disparaître  les  différentielles 
des  n  quantités  A,, .,.,  )i„,_i.  a;„o.  •••?  a;„_  ,,o  et  w.  On  aura 

IL 

A  cause  de  l'équation  (20), 

S^¥  _      J'iogcc  J^F  _       J'iogco 

"  ji^ ~  Jz~ '        SxSz  ~         Jx~  ' 

et,  par  conséquent,  la  valeur  de  t  devient  : 

1  /    J'Iog»  <5'Iogw  JlogwN 

Vn  \  ^Z  àXi  àX„    / 


jr 
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On  peut  mettre  cette  valeur  sous  une  forme  plus  simple,  en  en 
faisant  disparaître  les  facteurs  auxiliaires.  En  exprimant  que  les 
(iifiFérentielles  des  ).  disparaissent  de  df,  il  vient  : 


oZ  oj/j  ^^n 

Le  multiplicateur  de  rfa  devant  aussi  être  nul,  on  a,  en  outre, 

Sz  Sx^  SXn 

égalité,  qui  se  réduit,  à  cause  des  précédentes,  à  : 

Enfin,  à  cause  de  la  disparition  des  différentielles  <ix«oj—>rf3C,_,,o 


iziXmO  Sx^SXmD  iX„SXmO 


=  0, 


,Î«F         _        S*F  ^   __£!£___ 

Toutes  ces  égalités  entre  les  ;*  sont  vérifiées,  si  l'on  pose 

dXi dXn dz 

"i  ~       ~  v„   ~  It' 

à  cause  des  équations  (14)  et  (18).  Donc  enfin 

d  log  « 
3rdx„=— ; — <te„. 
«te- 
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Pour  Xi  =  Xio, ...  ,x„  =  x„o,z  =  Zo,onau  =  i.  Donc 

TTdx 

l  —  l^e^""  =Io«- 

Dans  le  cas  où  l'on  a  co  =  ûo,  au  lieu  de  w  =  i,  pour  x„  =  a;„05 
on  n'est  plus  sûr  que  1 1=  0,  en  même  temps  que  Iq.  Dans  le  cas 
où  I  est  nul  malgré  cette  circonstance,  il  y  a  encore  une  solution. 
On  reconnaît,  comme  dans  les  cas  précédents,  qu'elle  est  donnée 
par  l'intégrale  complète,  ou  une  intégrale  intermédiaire  entre 
celle-ci  et  l'intégrale  générale ,  et  non  par  l'intégrale  générale 
même  (*). 

[Remahque.  Si  l'équation 

dz 

— --t-Hl^iPi,  ..,a;„,pi...  ,p„)  =  0 (-21) 

dt 

conduit  à  des  équations  auxiliaires  ayant  pour  solutions  les  rela- 
tions (14),  on  trouvera,  par  le  n°  1H,  II,  pour  intégrale  de  cette 
équation  semi-linéaire  (21)  : 

ZrrrZ'o-f-pioJ'jH hpm-l.O'i'm^l -t- V, (22) 

V  étant  la  valeur  de  z  déduite  de  (14„,).  Dans  le  cas  actuel  z 
n'entre  pas  dans  les  équations  (14i), ... ,  (14„_i).  L'intégrale  (22) 
a  été  signalée  par  Darboux  (voir  n°  IH,  II).] 

(*)  Comme  on  le  voit,  la  méthode  générale  de  Cauchy  est  préférable  à 
celle  de  Serret  dans  l'exposition  de  ce  cas  remarquable,  surtout  quand  on 
introduit  dans  cette  théorie  les  idées  de  Lie  sur  les  équations  semi-linéaires. 
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CHAPITRE  III. 

MÉTHODE  DE  LIE,  CONSIDÉRÉE  COMME  UNE  EXTENSION 
DE  CELLE  DE  CAUCHY. 


§  33.  KaepoaiHon  <fe  Mfayef  (*). 

120.  Moyen  de  déduire  d'une  intégrale  complète,  une  inté- 
grale qui,  pour  x„  =  Xno,  soit  une  fonction  donnée  des  autres 
variables  (**).  Soit 

2==Zo-t-F(a;„...,aî„,c,,...,c„_,) (1) 

(*)  Nous  empruntons  ce  qui  suit  à  deux  notices  de  Mater  insérées  dans  les 
Nachrichten  de  Gôttingen  de  1872,  n»  21 ,  pp.  403-420  et  n»  24,  pp.  467-472. 
La  première  est  entièrement  consacrée  à  la  théorie  des  transformations  des 
équations  aux  dérivées  partielles.  Mayer  fait  remarquer  que  les  diverses 
recherches  de  Jacobi  sur  ce  sujet,  tant  dans  la  Nova  methodus  que  dans  les 
Vorlesungen,  doivent  être  soumises  à  une  révision  sévère.  De  son  côté,  Lie 
(Nachrichten  de  1872,  p.  484)  dit,  à  propos  des  recherches  de  Mayer,  que 
sa  propre  méthode  permet  de  traiter  facilement  la  théorie  générale  des 
transformations.  Nous  avons  cru,  après  ces  déclarations,  devoir  laisser  de 
côté  toutes  les  recherches  sur  ce  sujet ,  parce  qu'elles  n'ont  pas  un  caractère 
définitif.  Nous  n'empruntons  à  Mater  que  le  strict  nécessaire.  [Notre  travail 
était  entre  les  mains  de  M.  Qdetelet,  quand  Mater  a  publié  tout  au  long  (Math. 
Ann.,  t.  VI,  pp.  162-191)  son  exposition  de  la  méthode  de  Lie  sous  le  titre  : 
Die  LiE'sc/ie  Inlegrationsmethode  der  partiellen  Differentialgleichungen. 
Dans  les  §§  1  et  2,  pp.  162-166,  il  donne  la  démonstration  directe  des  condi- 
tions d'intégrabilité  d'un  sj'Stème  d'équations  aux  dérivées  partielles,  seul 
emprunt  qu'il  fait  dans  son  exposition  à  la  méthode  de  Jacobi.] 

(**)  Mayer,  Nachrichten,  1872,  n°  21,  théorème  I",  pp.  407-409.  Le  mode 
de  démonstration  est  emprunté  au  mémoire  déjà  cité  du  même  auteur 
(Mathematische  Annalen,  t.  III,  pp.  449-430).  Toute  la  fin  de  ce  mémoire, 
pp.  449-432 ,  est  consacrée  à  la  théorie  des  transformations.  [Même  théorème, 
dit  théorème  I^',  mais  spécialisé,  dans  l'exposition  complète  de  Mater  (Math. 
Ann.,  t.  VI,  §  3,  pp.  166-169).  L'auteur  énonce  explicitement  les  conditons 
algébriques  relatives  à  la  résolubilité  des  équations  utilisées.  Toutes  les  con- 
ditions de  ce  genre  ont  été  laissées  de  côté  dans  notre  exposition?] 
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une  intégrale  complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles,  où 
z  n'entre  pas  explicitement.  Posons  : 

Z  =  3'o-t-F-F,-t-F;, (2) 

F(,  =  F  (a^iQ,  ...  ,a/„(),Ci,  ...  ,  Cn  — i), 

F;  =  F'(a;io,..-,a;„_i,o). 

Tirons  les  valeurs  de  c,, ... ,  c„_i,  a;,o, ..',  x„_i,o  des  2  (w  —  1) 
équations  : 

iL  =  ££?,...,  _^=^£^ (3) 

J"Ci  Sc^  SCn  —  l  SCn  —  i 

£!I=f!!L,...,J££_=_£!2_, (4) 

SXi^         SXiQ  SXn-1,0        SXfi-lfi 

substituons-les  dans  la  valeur  de  Z  et  nous  aurons  une  nouvelle 
intégrale  de  l'équation.  En  effet,  dans  cette  hypothèse,  on  a  : 

dx       Sx  \Sc       Se  j  dx  \Sxg      SxJ  dx 

ou,  d'après  les  équations  (3)  et  (4) , 

dZ  _S¥  __  dz 
dx      Sx      dx 

Z  est  donc  une  solution  de  l'équation. 

Faisons  x„  =  x„q  âans  les  équations  (5);  il  est  clair  qu'elles 
seront  satisfaites  par  les  valeurs  a;,  =ario, ...,  a:'„_i==  x„_,,o-  Donc 
si  l'on  fait  x„  =  x„o,  dans  (2)  il  vient 

Zx„=x„o  =  si-+-Fô(a;,,...,a!„_i) (5) 

Ainsi,  on  peut  déduire  de  l'intégrale  complète,  une  intégrale 
qui  se  réduit  à  la  forme  (5)  pour  a;„  =  x„q. 
Cas  particulier.  Soit 

Fi  =  Mio-< \-b„-ix„-[,o, 

les  équations  (4)  deviennent 

SF           ^                SF 
fe,  =  - — »---,6„_i  =- » 


(257) 
et  l'intégrale  nouvelle,  pour  x„  =  x,o,  doit  se  réduire  à 

Remarque.  Les  équations  (5),  (4)  peuvent  donner  plusieurs 
valeurs  pour  x,», ...,  x,_,,o-  H  faut  choisir,  pour  les  substituer 
dans  (2),  celles  de  ces  valeurs  qui  peuvent  devenir  infiniment  peu 
diflFérentes  de  x,, ... ,  x,_i,  quand  x„  approche  indéfiniment  de 
x^,  sans  quoi,  la  démonstration  donnée  plus  haut  serait  insuffi- 
sante. 

1*1.  Transformation  d'une  équation  en  une  autre  équiva- 
lente {*).  Soit  considérée  une  fonction 

f  (a?,, ...  ,a?„, Xj, ...,  Xh— i), 

de  n  variables  x,  et  de  (n  —  \)  variables  x'.  Posons  : 

Sf__d£_           Sf    _    dz' 
Sx\       dx\'        Sxn-i  ~  dx;_i' 

et  lirons  de  ces  relations  (6)  les  valeurs  de 

X,, ...  ,x,_i,en  fonction  de  x,,...,a;;  _i,x„,  —  :  ••, 

dx\         dx;_i 

Soit  ensuite,  à  cause  de  ces  valeurs  : 


II 

ix„ 


(7) 


-H-H^..,. ..,..,_ _) 

V  dx^         dxi-i/ 

Je  dis  que  les  équations  : 

d2       „  /  dz  dz   \ 

*»/.  \  dx^         dx»_j/ 

— -*-H  ^x'.....,x._.,x„,-,  -;^)=0,    ...  (9) 

(*)  Mater,  iNacbricblen,  n»  21,  pp.  414-417,  théorème  IV,  énoncé  sans 
demonsiration.  [Math.  Ann.,  t.  VI,  pp.  169-173,  §  3,  théorème  II.] 
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seront  telles,  qu'en  général,  de  toute  intégrale  complète  de  l'une, 
l'on  pourra  déduire  une  intégrale  complète  de  l'autre  et  récipro- 
quement. 
Soit,  en  effet, 

z  =  Zo-t-F(a;i,...,a;„,c,,...,c„_0, (10) 

une  intégrale  complète  de  (8).  Posons  : 

z'=z',-i-F,-F-i-f, (il) 

en  appelant  Fo  l'expression  : 

F  (dJjQ , . . . ,  a;„o,  Cl , . . . ,  Cn— i) , 

et  éliminons  de  l'expression  (H),  c,,  ...,  c„_i,  Xi, ...,  x,._i,  au 
moyen  des  relations  : 

^  =  E,...,Jlî.  =  Jl_ (12) 

—  =  —  ,... ,-£^=-^  (13) 

Sx^       Sx^  Sx„—i        SXn  —  l 

La  valeur  de  z'  dans  ce  cas  satisfera  à  l'équation  (9). 
En  effet, on  a,  pour  x'  =  x[^ ...,  x'n^i'. 

dz'  _      /<?Fo       <5~F\  de        y  iS?      Sf\  dx        Sf 
dx'  \Sc       Scj  dx'  \Sx      Sx)  dx'       Sx' 

OU,  à  cause  des  équations  (12)  et  (13), 

dz'      Sf 

Ensuite  : 


(14) 

dx'       Sx' 


dXn  \Sc       Se  I  dx„  \Sx      Sx)  dx„      Sx^       SXn  ' 

ou,  puisque  F  est  une  solution  de  (8),  et  à  cause  de  (12)  et  (13), 

dXn  SXn 
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En  substituant  les  valeurs  (i4)  et  (13)  dans  (9),  il  vient  à  cause 
des  équations  (6)  identiques  à  (14),  et  de  (7)  : 


^.— (ê-)-- 


ce  qui  démontre  la  première  moitié  du  théorème  énoncé. 
Soit  maintenant 

z'  =  z„-i-F'{x\,...,x',^t,x„,c\,...^c»-i) (16) 

une  intégrale  complète  de  (9).  Posons  : 

z  =  z,  +  F',-r-^?, (17) 

en  appelant  Fô  l'expression 

F'  (j;;„ , . .. , x;_i,o,  a;„o,  c'i , ... , c  _  j). 

Éliminons  ensuite,  de  la  valeur  de  z,  les  quantités  c,',  ...,  e,i_i, 
•Tj»  —i^ù-ii  au  moyen  des  équations  : 


sf;     jf' 

JP,         .  JF' 

fc\        ^c\ 

ic'n-\          ^Cm-l 

jr      Jp 

dF'                 S? 

ix\       Sx\ 

Sx',-1            ?X'n-l 

La  valeur  de  z,  après  cette  élimination,  sera  une  intégrale  de 
l'équation  (8).  En  effet,  on  trouve,  comme  plus  haut,  pour 

dz       J? 

ilx       Sx 
et  ensuite 

dz  ^F'        ^r  „,       ^? 

dX„  SX-n  âX„  dX„ 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (8),  elle  est  satisfaite 
identiquement. 

Remarqces.  I.  Si  Ion  fait  j;„  =  x,o  dans  les  solutions  précédentes 
on  trouve,  comme  au  numéro  précédent,  que  les  solutions  z  elz' 
déduites  de  F'  et  F,  se  réduisent  respectivement  à 

*0  "*"  f  v^l  »  •••»  X«_|  ,  X„0,X,g, ...  ,  Xa— |,o), 

s'o-*-î'(a;,o....,a:,-i,o,x„,,x', , ...  ,xû-t). 
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II.  Si  f  est  une  solution  de  l'équation  (8),  xj, ... ,  x'„_i  étant 
{n  —  4)  constantes  arbitraires,  l'équation  (7)  donnera  : 

^f  (  Sf  S9     \ 

c'est-à-dire  que  H'  =  0.  La  seconde  équation,  c'est-à-dire  (9), 
sera  donc  : 

III.  Si  H  et  y  contenaient,  outre  les  variables  x  et  x',  d'autres 
variables  i/i,  ...,?/,„,  elles  se  comporteraient  comme  des  constantes 
dans  tous  les  calculs  précédents  et  il  serait  inutile  d'y  rien 
changer. 

\%%.  Transformation  d'un  système  de  deux  équations  (*). 
Considérons  maintenant  deux  équations,  à  («-+- 1)  variables  indé- 
pendantes ayant,  par  hypothèse,  une  solution  commune  avec  n 
constantes  arbitraires  : 

dz  I  dz  dz    \       ^ 

-+K  (.„..., ^„,V,- ^=0.  .    ...«8, 

dz  I  dz  dz    \  ,.„, 

Soit 

Z=Zo-^f{X^,...,Xn,y,X\,...,x'„-i), '.    (20) 

une  solution  de  la  première,  avec  n  constantes  arbitraires.  On  la 

(*)  Mayer,  Nachrichten  de  Gôltingen,  1872,  p.  467,  dit  seulement  que  Ton 
peut  faire  disparaître  y  de  (19),  si  l'on  connaît  une  solution  complète  de  (18).  11 
cite  le  travail  de  Korkine  que  nous  avons  analysé  ci-dessus,  §  24.  Nous  essayons 
de  reconstruire  la  démonstration  de  Mayer.  Si  elle  ne  semble  pas  rigoureuse 
au  lecteur,  qu'il  veuille  bien  admettre  comme  un  postulai  la  disparition  de  y 
de  l'équation  (22) ,  en  attendant  que  Mayer  publie  sa  démonstration.  Il  im- 
porte de  remarquer  que  l'idée  fondamentale  de  Mayer,  savoir  de  faire  ?/  =  2/0) 
ne  se  trouve  ni  chez  Korkine,  ni  chez  Bour.  [Notre  démonstration  est  préci- 
sément celle  de  Mayer,  mémoire  cité,  §  4  (Math.  Ann.,  t.  VI,  pp,  173-176); 
seulement  il  donne  une  démonstration  analytique  de  la  non-existence  de  y 
dans  l'équation  (22),  tandis  que  notre  démonstration  est  synthétique.] 
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trouvera  en  regardant  x„  dans  (18)  comme  une  constante.  Ser- 
vons-nous de  la  fonction  =,  pour  transformer  les  précédentes  en 
deux  autres,  d'après  la  règle  donnée  au  n"  121.  La  première 
deviendra  (121,  Remarque  II) 


la  seconde 


^'=0 m 


dXn 


l  dz'  dz'   \ 


(22) 


11  est  clair  qu'à  la  solution  commune  des  équations  (18),  (19), 
correspondra  une  solution  commune  des  équations  (21)  et  (22); 
or  (:2I)  exprime  que  cette  solution  ne  contient  pas  y.  Dans  le  cas 
où  les  deux  équations  sont  quelconques,  on  peut  faire  deux  hypo- 
thèses relativement  à  l'équation  (22):  ou  bien,  elle  contient  expli- 
ritement  y,  ou  bien  y  en  a  disparu.  Dans  le  dernier  cas,  la 
-olution  complète  de  (22),  avec  n  constantes  arbitraires,  est  une 
solution  commune  des  équations  (21)  et  (22),  et  de  cette  solution 
oommune,  on  peut  déduire  une  solution  ï'ommune  des  équations 
18)  et  (19)  avec  n  constantes  arbitraires.  Si,  au  contraire,  l'équa- 
tion  (22)  contient  y,  son  intégrale  complète  sera  de  la  forme 

s'  =  2^  -+-  *  (j;', ,  • .. ,  jfi  1 ,  -n  ,y,  fi,  •  ••  ,c,_o , 

les  constantes  contenant  y.  Pour  trouver  une  solution  commune 
des  équations  (21)  et  (22),  on  devra  exprimer  que 

dz' 

—  =  0, 

dy 

équation  qui  déterminera  une  relation  entre  les  n  constantes, 
arbitraires,  z^,  c,,  ... ,  c,_,.  Par  conséquent,  contrairement  à 
1  hypothèse,  il  n'y  aura  pas  de  solution  commune  aux  équations 
(18)  et  (19)  et  contenant  n  constantes  arbitraires. 

Donc  enfin,  l'équation  (22)  ne  contient  pas  y,  dans  le  cas  où  les 
équations  (18)  et  (19)  ont  une  solution  commune  contenant  n 
constantes  arbitraires. 
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123.  Simplification  de  la  transformation  précédente.  Méthode 
générale  de  Lie,  pour  les  systèmes  simultanés  (*).  On  peut  sim- 
plifier la  transformation  précédente,  au  moyen  de  la  remarque 
suivante.  Puisque  y  n'entre  pas  dans  l'équation  (22),  on  peut, 
pour  faire  la  transformation,  supposer  que  y  reçoive  une  valeur 
quelconque.  D'autre  part  (n°  120),  d'une  intégrale  quelconque  de 
l'équation  (18),  on  peut  déduire  une  autre  intégrale  qui  prenne, 
pour  y  =  y^,  telle  forme  que  l'on  voudra.  Donc  enfin,  pour  faire 
la  transformation  de  l'équation  (19),  on  peut  prendre,  au  lieu  de 
la  relation  (20),  la  suivante 

z  =  z„ -H  P  (a^i, ... ,  a;„ , ?/o,  a?; , ... ,  a;;_i), 

ou  même,  <\i  étant  quelconque,  comme  i/oj 

On  choisira  la  fonction  .f,  de  telle  manière  que  les  calculs  soient 
les  plus  simples  possibles. 

On  peut  donc,  au  moyen  de  l'intégration  complète  de  l'équa- 
tion (18),  puis,  par  une  transformation,  où  entre  une^fonction  ^^ 
quelconque,  ou  bien  l'intégrale  complète  que  l'on  vient  de 
trouver,  ramener  la  recherche  de  l'intégrale  complète  contenant 
n  constantes  arbitraires  et  commune  à  deux  équations  (18)  et  (19), 
à  celle  de  l'intégrale  complète  d'une  équation  (22),  contenant  une 
variable  de  moins. 

De  même,  on  ramène  successivement  l'intégrale  de  [q  -+-  1) 
équations  à  (w  -+-  </)  variables  indépendantes,  et  ayant  une  solu- 
tion commune  avec  w  constantes  arbitraires,  à  celles  de  q,  [q  —  1), 
{q  —  2), ...,  2  équations,  contenant  respectivement  {n  -h  q  —  1), 
{n-i-  q  —  2),  (n-H  q  —  5), ...,  (7î  -+- 1)  variables  indépendantes,  et 
enfin  à  celle  d'une  équation  contenant  n  variables  indépendantes 

Remarque.  C'est  au  moyen  de  la  méthode  de  Bour  que  l'on 
constate  que  le  système  a  une  solution  contenant  un  nombre  de 
constantes  arbitraires  égal  au  nombre  des  variables  moins  celui 

(*)  [Mayer  appelle  la  remarque  de  ce  numéro  lliéorème  IV,  et  en  donne  la 
démonstration  dans  le  mémoire  cité,  §  4  (Math.  Ann.,  pp.  176-177).] 
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des  équations.  Si  le  système  ne  jouit  pas  de  cette  propriété ,  Bodr 
a  précisément  indiqué  le  moyen  d'ajouter  au  système  donné  les 
équations  nécessaires , pour  qu'il  la  possède. 

1*4.  Seconde  simplification.  Théorème  fondamental  de  Lie. 
Considérons  les  (m  -4-1)  équations  : 

dz  (  dz  ds   \         /Oft  \ 

Effectuons  d'abord  un  changement  de  variables.  Soient  : 

ti  =^o  -+-(y  — yo)«i. 


'»=/»«-*- («/-y«)«-.. 


On  aura  pour  les  nouvelles  dérivées  de  z,  que  nous  mettrons 
entre  parenthèses,  pour  les  distinguer  du  système  primitif: 

(dz\        dz       dz  dz  dz 

dyj        dy       dt,   '       dl,    •  dt„ 


Les  équations  données  peuvent  donc  être  remplacées  par  le  sys- 
tème suivant  : 


(I) 


-t-K  +  UjHjH i-u,H„  =  0, (23) 

(^)-+-(y-y.)H.=o (2&) 
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Soit  maintenant 

z  =  ZQ-i-f{Xi,...tX„-i,y,Ui,...,u,„,x\,...,x'„-i).  .  .  (27) 

une  solution  complète  de  (25) ,  quand  on  regarde  les  u  comme 
des  constantes.  Transformons,  par  la  règle  du  n"  121,  chacune 
des  équations  (26),  en  nous  servant  de  la  fonction  f  qui  entre 
dans  (27).  Une  quelconque  de  ces  équations  prendra  la  forme  : 

dz' 

_-+.H'  =  0, (28) 

du 

H'  étant  déterminé  par  l'équation  : 

J^  +  (2/-J/o)H  =  -H', 

a-j, ...,  af„_i  étant  remplacés  par  leurs  valeurs  déduites  des  équa- 
tions : 

(Jf  dz'  Sf     dz' 

Sx\       da;\  îJ'a;;,-!       dx'„-i 

Nous  savons  que  nous  pouvons  faire  y  =yo  dans  H'.  Dans  ce  cas, 
—  H'  se  réduit  à  -^  où  l'on  a  fait  y  =  y^.  On  sait,  par  la  remarque 
du  n°  121,  que  f,  pour  cette  valeur,  se  réduit  à  l'expression 

î»(a;io,.-'>a7„-l,o,î/io>Mi,-.-  ,iim,X[,...,X'„-i), 

que  nous  appelons  y^.  Donc  enfin,  la  transformée  (28)  devient 

dz'  _  ^fo 
du       ^u 

Par  conséquent,  la  tranformation ,  dans  le  cas  actuel,  remplace 
les  équations  (26)  par  les  suivantes  : 

dz^_^Q    .,.^^_£?o_^ (29) 

dUi       J"w,  dUm        Su„, 

dont  la  solution  commune  est  : 

qui  contient  n  constantes  arbitraires. 
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Comme  on  le  voit,  rintëgration  du  système  (25)  (24)  est  ramené 
à  celle  de  l'équation  unique  (2o),  puisque  de  son  intégrale  (27), 
on  déduit  l'intégrale  (50)  du  système  transformé  (29).  De  Tinté- 
grale(50)  on  déduit  une  autre  intégrale  quelconque,  par  le  n"  420, 
puis  I  intégrale  des  équations  données  par  le  n"  121  (*). 

125,  Mode  d'application  de  la  méthode  de  Lie.  Etant  donné 
un  système  d'équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre 
à  intégrer,  on  le  ramène  par  la  théorie  précédente  à  une  équation 
unique,  H,  :=0.  On  cherchera,  comme  dans  la  méthode  de  Jacobi, 
une  fonction  H^  des  x  et  des  p  telle  que  (Hi,  H,)  =  0.  Au  moyen 
de  Hj  =  Ui,  on  pourra  ramener  H,  à  contenir  un  p  de  moins.  On 
traitera  cette  nouvelle  équation  comme  la  première,  en  profitant, 
à  chaque  nouvelle  intégration,  de  la  remarque  suivante  :  chaque 
fois  que  l'on  rencontre  le  cas  le  plus  défavorable  de  la  méthode 
de  Jacobi ,  on  emploie  celle  de  Cauchy,  et  l'intégration  est  immé- 
diatement terminée  (**). 

Comme  on  le  voit,  la  méthode  de  Lie  ramène  sans  cesse  l'inté- 
gration à  celle  d'une  équation  unique,  la  méthode  de  Cauchy  et 
celle  de  Jacobi  servent  ensuite  à  effectuer  l'intégration  avec  le 
plus  de  facilité  possible. 

116.  [Démonstration  directe  du  théorème  fondamental  de  Zie, 
par  la  méthode  de  Cauchy  (***).  Le  théorème  du  n"  124  revient  à 

(*)  Mater  énonce  sans  démonstration  le  théorème  de  ce  naméro ,  dans  le 
cas  ou  m  =:  1,  Nachrichten  de  Gôllingen,  1872,  pp.  469  et  472.  [Démonstra- 
tion dans  le  mémoire  cilé(Maih.  Ann.  t.  VI,  pp.  183-189),  §  7,  théorèmes  VIII 
et  IX.  Mayer  applique  la  méthode  aux  équations  linéaires  homogènes,  §  8, 
pp.  189-192.  Les  §§  4  et  o,pp.  179-183,  sont  consacrés  au  cas  de  deux  équa- 
tions, dont  il  est  inutile  de  s'occuper  spécialement.] 

('*)  Lie,  ibid.,  pp.  488-489.  Il  est  étonnant  qu'une  remarque  aussi  simple 
ait  échappé  à  tous  les  géomètres,  avant  Lie. 

(***)  Mater,  Directe  Ableitung  des  Lie'schen  Fundamentaltheorems  durch 
die  Méthode  von  Cauchy  (Math.  Ann.,  t.  VI,  pp.  192-196)  et  §  I  de  la  note 
plus  générale,  intitulée  :  Zur  Intégration  der  partietler  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  (Nachrichten  de  Gôltingen,  1873,  pp.  299-310).MATeR  se  sert 
de  la  valeur  de  Zq  indiquée  au  n°  1 1 1  pour  éviter  les  cas  d'exception.  Il  laisse 
quelques  points  de  son  exposition  sans  démonstration  explicite. 
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ceci  :  il  existe  une  solution  de  l'équation  (23)  qui  est  en  même 
temps  une  solution  des  équations  (26).  On  peut  établir  directe- 
ment ce  théorème  par  la  méthode  de  Cauchy. 
Écrivons  comme  suit  les  équations  (25)  et  (26)  : 

q  -{-  f  {x^,...,x„-,,y,u^,...,u,„,p^,...,p„-l)  =  0,  .    .  (25') 

dz 

— -+-/",(a7i,.. .,a;„_i,  y,  »,,...,  m„,Pj,...,  p„_,)  =  0,  .   .  (26,') 

Parmi  les  conditions  d'intégrabilité  simultanée  de  ce  système,  se 
trouvent  m  équations  qui  sont  représentées  par  la  suivante  : 

àUi        Sy  \Sxt  Spk        Spk  Sxkl 

La  méthode  de  Cauchy  appliquée  à  l'équation  (25')  conduit  à  la 
considération  du  système  auxiliaire  : 

.  _      _  dXk  _       _  dz  _       _  —dpk  _ 

Spk  ^     Spk      '  SXk 

On  déduit  de  là  le  système  intégral  : 

^*  =  %i(?/)a;io.-.-,a;„_i,o,Pto)---,P«-i.o,Mi,...  ,«J,  .   .  (33) 
P*  =  f*  (î/,a?ioi-- ,a;„_i,o,Pio,  •••,P»-i,o,Wi,...  ,«m).  .   .  (34) 


=  z,^f'(lpkjL^-f)dy^ 


(35) 


Xio,--,^„_i,  ,,Pi05  — jPn-i,oétant  les  valeurs  initiales  des  variables 
pour  y  =  y^,  et  z^  étant  une  fonction  quelconque  des  u  qui  con- 
tient une  constante  arbitraire  zô.  Sous  le  signe  d'intégration, 
on  suppose  les  p^  et  les  X/,  remplacés  par  leurs  valeurs  (35)  et 
(34). 

Eliminons  pio,  ...,/)„_i,o  entre  les  équations  (33)  et  (35).  Nous 
trouverons  une  solution 

Z  =  Z'o-*-F(Xi^...  ,X„-i,y,Xio,---  ,Xn-l,0,Ui,...,Um)    .     .    (36) 
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» 
de  l'équation  (2o').  Je  dis  que,  si  la  fonction  z^  des  u  est  conve- 
nablement choisie,  cette  solution  (36)  satisfera  également  aux 
équations  (26).  Pour  cela,  il  suffira  que  Zq  ne  contienne  pas  les  u. 
Pour  le  montrer,  nous  devons  dériver  Z,  par  rapport  à  un  u 
quelconque.  Cela  ne  peut  se  faire  qu'indirectement  de  la  manière 
suivante  :  substituons  dans  l'équation  (56)  à  Xi,...,x,_,,  les 
valeurs  (35),  on  retombera  sur  la  fonction  z  de  y  donnée  par  la 
relation  (53),  sous  la  forme  : 

Z  =  2;,  +  F(%i,.-,:<i„-i,!/,a;io,--,^»-i,o,«,,...,0  =  2Ô-t-F*.    (37) 

On  arrive  au  but  cherché  en  égalant  les  dérivées  des  expres- 
sions (55)  et  (37)  de  z,  par  rapport  à  u.  On  déduit  d'abord  de  (57) 

Soit,  en  éliminant  lespo» 

Pi  =  Pi  (Xj, ...,  a;,_i,  y,  a:,o, ...,  a;»_i,o,  «i, ...,  u„) 
la  valeur  dep^,  déduite  de  l'équation  (54).  On  aura  identiquement 

?i=  Pi(%i,     ..,%„_!)  y.  ari01---»^»-J.O,  «i;  ...,"m)- 

Puisque  Z  est  une  solution  de  l'équation  (25'),  on  aura  : 
- — =Pjt{Xi,  ...,ai,_i,y,  a;,o,  ...jir.-i.o,  «i,  ...,«m), 
et,  par  conséquent, 

T— =Pi  (%l,  ••■,'Xn-U  y,a;,o,-.-,^--i.O,  «1,  -M  "m)  =F*- 

Donc  la  valeur  précédente  de  j—  peut  s'écrire  : 

:7-  =  7 ♦-2?t-r— (38) 
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Cherchons  maintenant  la  même  quantité,  au  moyen  de  l'expres- 
sion (5o)  de  z.  Il  viendra,  en  supprimant  sous  le  signe  d'intégra- 
tion les  termes  qui  se  détruisent, 

dUi       dUi   J  \  *   dui         SxkSui]     J      ^iii    ^' 

yo  S"» 

On  peut  efifectuer  les  deux  intégrations  ici  indiquées ,  en  se  ser- 
vant des  conditions  d'intégrabilité  (5i)  et  exprimant  que  les  équa- 
tions (55)  et  (54)  satisfont  aux  équations  (32).  On  a,  en  effet, 

Par  suite , 

Spk         Sf  SXk                Sy        Sfk  Sx^        d 
fk  —, -;; ;: —  =  ?*  — ; » 


;,•       dy  \     ^Ui 


dUi         Sxk  Sui  dUi         Sy    Su 

et  la  condition  d'intégrabilité  (31)  devient,  en  se  servant  de  la 
notation  /"*,  pour  f  où  l'on  a  substitué  les  valeurs  (33)  et  (34), 
des  X  et  des  p  : 

Sui       Sy  "^      \Spk  Sy  "*"  Sxk   Sy  j 

<^     r   ,  df* 

=  -r-Ji  [Xty-  ,  Xn-l,  y,Ui,  ..    ,M,„,  J!'i,...,p„_j)=-— . 

«y  dy 

Effectuons  les  intégrations  indiquées  plus  haut.  Il  vient  : 

dUi      dUi         ^*Sui       [^'Suilo      /'^/■o- 

Pour  y  =  yo,  fi,  qui  contient  (y  — t/o)  en  facteur,  s'annule  et  |^ 
aussi,  parce  que  Xk  se  réduit  à  x^o,  pour  y  =  y^.  Donc  enfin 


dUi      dUi  Sui       '* 
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Comparant  cette  valeur  à  la  valeur  (38),  on  trouve 

J'F* 

7ii7-^^*='' ^'"^ 

si  l'on  suppose  Zq  indépendant  de  i/,,  ou 

t='' '*•> 

L'équation  (39)  doit  être  une  identité  par  rapport  à 

%n  —  >  Xn-i ,  y,  37,0,  ••• ,  ar,_i.o,  «1, ... ,  «„, 

parce  que  les  fonctions  %j,  •••,  %,_i,  contenant,  en  général,  {n — \) 
constantes  arbitraires  pm,  -.jp,  _i,oj  sont  indépendantes  les  unes 
des  autres.  On  a  donc  aussi,  à  cause  de  cette  équation  (39) 

y— t-/i=0. 

àU 

Donc  la  solution  Z  de  Téquation  (25')  satisfait  aux  équations  (26'), 
pourvu  que  Zo,  dans  l'équation  (35),  ne  contienne  pas^Ies  m. 

127.  Remarques  sur  la  méthode  précédente.  I.  Si  l'on  applique 
la  méthode  précédente  aux  équations  (23)  et  (24) ,  on  trouve  pour 
déterminer  Zq,  les  équations  suivantes  : 

—  -+-  Hi  (a-io, ... ,  ar,_i,o,  xjo,  «i,... ,  M„,pio, ...  ,p«-i,o)  =  0 

qui  ne  sont  intégrables  que  si  l'on  a  : 

f5i=£i' (4.) 

On  ne  peut  donc  pas  appliquer  la  méthode  précédente  directe- 
ment aux  équations  (23)  et  (24).  On  voit,  en  même  temps,  que  les 
rondilions  de  réussite  de  la  méthode  résident  dans  les  égalités 

/■io  =  o,...,A,o  =  0, 

ou  dans  les  équations  plus  générales  (41).  La  méthode  est  donc 
susceptible,  en  pratique,  de  diverses  modifications. 
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II.  Les  conditions  d'intégrabilitc  (31),  écrites  au  moyen  des 
fonctions  K  et  H,  prennent  la  forme  suivante  : 

Su        Sy  \Sxk  Spk      Sftk  Sxk  I 

(Hi        S  h  VXkSpk       SpkSXkjS 

Si  l'on  fait  décroître  indéfiniment  vers  zéro,  dans  ces  équations, 
les  quantités  w,  ou  si  l'on  fait  converger  chaque  quantité  t  vers 
la  valeur  arbitraire  to,  on  verra  que  l'on  peut  égaler  à  zéro,  dans 
l'équation  précédente,  l'expression  qui  ne  contient  aucun  «  en 
facteur,  et  le  coefficient  de  chacun  des  u.  On  a  donc  : 

J'K       SXh  I JK  ^Hi  dK  <^H.  \  _ 

Sti       S  y  [SxkSpk  SpkSxk) 

fE'_£!!î  v/<5'Hj<5^Hi  ^H"^H,\_ 

êti        Sti  \SxkSpk  Spk  Sxkj 

Toutes  les  conditions  d'intégrabilité  du  système  des  équations  (23) 
et  (24)  sont  donc  équivalentes  aux  conditions  (31)  et  récipro- 
quement. Ainsi  s'explique  ce  paradoxe,  que  les  équations  (31), 
parmi  les  conditions  d'intégrabilité  du  système  des  équations  (25') 
et  (26'),  soient  seules  utilisées  dans  ce  qui  précède. 

III.  D'après  la  remarque  II  du  n°  55,  le  système  intégral  des 
équations  (32)  peut  être  représenté  par  les  relations  suivantes  : 

S¥  S¥ 

'  =  '0-^'^^      J^=P"      J^='" 

«ij  —  >  «n-1  étant  des  constantes,  respectivement  égales  à  j^io, ... , 
Pn-i,o^  comme  il  est  facile  de  le  voir.  Sous  cette  forme,  on 
voit  que  le  système  intégral  des  équations  (32)  est  aussi  celui 
des  équations  analogues,  obtenues  en  remplaçant  y  par  t/,,  et  / 
par  fi.  Cette  remarque  est  très-importante  dans  l'exposé  de  la 
méthodie  de  Lie,  d'après  les  écrits  du  géomètre  norwcgien  lui- 
même.] 


APPENDICE. 


LA  MÉTHODE  DE  LIE,  COMME  SYNTHÈSE  DES  MÉTHODES 
ANTÉRIEURES. 


§  53.  Kaep«»ilioM  de  Eiic  (*). 

1*8.  Définition  d£S  caractéristiques.  Les  éléments  d'une  équa- 
tion aux  dérivées  partielles  : 

f{z,Xi,...,x^,Pi,...,p„)  =  0, (1) 

sont  en  nombre  oc*".  Si  l'on  cherche  une  figure  qui  en  con- 
tienne ce",  les  coordonnées  de  chacun  de  ces  éléments  devront 
s'exprimer  en  fonction  de  n  variables,  par  exemple,  Uj,...,  m,_i, 
ar,.  Si,  de  plus,  ces  éléments  constituent  une  intégrale,  ils  satis- 
font (n*  5)  à  la  condition 

dz=p^dx,-i Hp„<ir„, (2) 

(•)  Cet  exposé  esl  fait  d'après  les  écrits  de  Lie  dont  les  titres  suivent  : 
A.  Kurzes  Résumé  mehrerer  neuer  Theorien  (Vorgelegl  der  Académie  zu 
Christiania,  3  mai  1872)  (4  pages).  B.  Neue  Intégrations  méthode  partieller 
Gleichungen  ersler  Ordnung  zwischen  n  Variabeln  {ibid  ,  10  mai  1872)  (7  p.). 
C.  Ueber  eine  n€ue  Jntegrationsmethode  partieller  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  (Xachrichlen  de  Gôttingen,  1872,  pp.  32 1-326). D.ZurrA^orie 
partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  insbesondere  iiber  eine 
Classification  derselben  (ibid.,  1872,  pp.  473-489).  Nous  n'avons  pas  utilisé 
les  écrits  plus  récents  de  Lie  parce  que  cela  nous  aurait  conduit  à  faire  une 
exposition  complète  des  transformations  tangentielles.  Voici  la  liste  de  ces 
antres  mémoires  de  Lie,  rangés  dans  Tordre  où  ils  doivent  être  lus.  1.  Zur 
analijtischen  Théorie  der  Berilhrungs-Transformationen  (Ac.  de  Ch.,  1873; 
pp.  237-262),  2.  Veher  eine  Verbesserung  der  Jacobi-Mayerschen  Intégra- 
tions-Méthode {ibid.,  août  1873;  p.  282-288).  3.  Ueber  partielle  Differential- 
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c'est-à-dire  que  l'on  doit  avoir 

dz  dxi  dxn-i 

|i=p.f:£+...+p..,!^  (♦) 

du  du  du 

En  partant  de  ces  relations,  Cauchv  a  ramené  l'intégration  de 
l'équation  (1)  à  celles  des  équations  précédentes  et  des  suivantes  : 


•^Xi  Sz       Spn  dx,J  du        \^pi     Spn  SxJ  du 

(iL_^^£dz_\^^nsidx^_^sidp^\^ 

\SXn  ^Z  dXn  I  1      (  ^Xi  dXn  ^Pi  dXn  \ 

pourvu  que  l'on  suppose,  entre  les  valeurs  initiales  des  coordon- 
nées de  l'élément,  la  relation  suivante  : 

/•(zj.iTio,...  ,a;„o,Pio,-,P„o)  =  0 (7) 

Parmi  les  éléments  de  toutes  les  intégrales  qui  contiennent 
l'élément  initial,  il  y  en  a  une  infinité  simple  (oo*),  qui  sont 
communs  à  toutes  ces  intégrales.  Ce  sont  les  éléments  qui  sont 
tels  que  les  coefficients  des  dérivées  de  a?,  et  p,,  dans  l'équation 
(S),  soient  nuls,  quelle  que  soit  la  valeur  de  ces  dérivées,  ces 

Gleichungen  ■/.  0.  {ibid.,  mars  1873;  pp.  16-31).  4.  Partielle  Differential- 
Gleichungen  1.  0.,  in  denen  die  unbekannte  Funktion  explicite  vorkommt 
{ibid.,  mars  1873,  pp.  52-85).  5.  Neue  Integrations-Methode  eines  ^n-glie- 
drigen  Pfaffschen  Problems  {ibid.,  octobre  1873;  pp.  320-345).  Avec  les  pré- 
cédents ces  divers  écrits  forment  un  total  de  175  pages  in-8»,  presque  entiè- 
rement nouvelles ,  sur  la  question  de  l'intégration  des  équations  aux  dérivées 
partielles.  [Depuis  que  cette  note  a  été  écrite,  ont  encore  paru  les  écrits  sui- 
vants :  Lie,  Begrilndung  einer  Invarianten-Tlieorie  der  Deriihrungs-Trans- 
formalionen  (Math.  Ann.,  t.  VIII,  pp.  215-303).  Mayer,  Directe  Begrlindung 
der  Théorie  der  BerUhrungstransformationen  (ibid.,  pp.  304-312).  Veber 
eine  Erweiterung  der  Lmscheti  Integrationsmethode  (ibid.,  pp.  313-318). 
Ces  deux  écrits  de  Mayer  ont  déjà  été  publiés,  avec  moins  de  développements, 
dans  les  Nachrichten  de  Gôtlingen,  1874,  pp.  317  et  suiv  ,  1873,  u"  1 1,  à  l'en- 
droit indiqué  dans  la  note  du  n»  126.] 
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éléments  satisfaisant  d'ailleurs  à  l'équation  (4).  C'est  en  expri- 
mant les  conditions  que  nous  venons  d'énoncer  que  Cacchy  a  été 
conduit  aux  équations  dififérentielles  de  cette  série  d'éléments, 

savoir  : 

dxi  dz  —  dpi 


IL  y    IL  IL+p.lL 


(8) 


Parmi  ces  éléments  doit  se  trouver  l'élément  initial  : 

(^OJ^10."->^/.0»PlO>  •••  »Pno) (9) 

Nous  représentons  les  intégrales  du  système  (8)  par  les  équations 

2  =  /"„,    Xi  =  fi,    pi  =  f,+i, (10) 

les  fonctions  f  dépendant  de  x„,  et  des  valeurs  initiales  des 
variables.  Il  faut  remarquer  que  x^  est  une  constante  supplé- 
mentaire et  que  p^  est  une  fonction  des  autres  valeurs  initiales, 
donnée  par  la  relation  (7). 

Nous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème:  Toutes  les  intégrales 
de  l'équation  (1)  qui  ont  en  commun  l'élément  (9),  ou  qui 
se  touchent  au  point 

ont  en  commun  une  série  d'éléments  donnés  par  les  équations  (8) 
ou  (10);  autrement  dit,  elles  se  touchent  le  long  d'une  ligne 
représentée  par  les  n  premières  équations  (10).  Lie  a  appelé  carac- 
téristique de  f,  lenscmble  de  ces  éléments  communs  (*). 
Corollaire.  Deux  solutions 

s  =  F,     2  =  *, 

d'une  même  équation  f=0,  ont  une  caractéristique  commune. 
En  cfifet,  des  relations 

(•;  Mémoire  B,  ihéoréme  1";  mémoire  C,  théorème  a,  p.  325. 

19 
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qui,  à  cause  de  /"==  0,  entraînent  celle-ci  : 

Sx^  ~  Sx„ 

on  conclut  qu'il  y  a  au  moins  un  système  de  valeurs  des  quantités 
X,  qui  rendent  égales  les  quantités  z  et  />,  déterminées  par  les 
deux  solutions.  Ces  solutions  ont  donc  un  élément  commun  et 
par  suite  aussi  une  caractéristique  commune  (*). 

129.  Méthode  de  Cauchy.  On  déduit  des  équations  (dO)  une 
solution  de  (1),  comme  on  l'a  vu  (n"  108),  en  assujettissant  les 
valeurs  initiales,  considérées  comme  fonctions  de(/i  —  1)  variables 
M,  à  satisfaire  aux  relations  : 

dz-o  dXiQ  dXn-1,0.  (f,^ 

-r  =  P^o-r-^ »-pn-i,o — - — ' (") 

du  du  du 

11  suffit,  pour  cela,  de  supposer  Zo,  Xjo,  ...,a;„_,,o  constants.  Éli- 
minant alors  les  quantités  po  entre  les  équations  (10),  on  trouve 
la  solution  : 

Z  =  F{Xi,...,Xn,Zo,X^o,...,Xn-i,o),      ?.  =  ■;—     '     *     '    ('^^ 

dX 

On  peut  énoncer  ce  résultat  comme  suit  :  Toutes  les  caractéris- 
tiques de  {  qui  passent  par  un  point  (Zq,  x,o,  ...,x„_4,  )  engendren\ 
une  intégrale  de  f  (**). 

On  satisfait  encore  aux  équations  (11)  en  posant 

et  supposant  que  z^, p,o,  ...,;>mo,  ^m  +  t,o>  -,  3c„o  soient  des  cons- 
tantes (n°  111),  ce  qui  conduit  à  un  théorème  corrélatif  du  pré- 
cédent, quand  m  =  n  — 1. 

On  voit,  d'après  ce  qui  précède,  qu'en  employant  la  théorie 
des  caractéristiques,  l'on  peut  donner  une  forme  très-simple  : 
1»  à  la  méthode  de  Cauchy,  ou  à  celle  de  Pfaff  modifiée  par  Jacobi, 

(*)  Cette  remarque  est  nouvelle,  mais  n'est  pas  utilisée  dans  la  suite. 
(**)  Mémoire  B,  remarque  relative  au  théorème  premier;  mémoire  C, 

imarniio  rplativf»  nil  iVlénrAmft  fl.  n.  32d. 


remarque  relative  au  théorème  a,  p.  325. 


(  273  ) 

qui  n'en  diffère  pas  cssenlielleraent;  2"  à  la  modification  apporl^e 
par  Mayer  à  l'une  et  à  l'autre. 

ISO.    Propriétés   de  deux  éléments   infiniment   peu    diffé- 
rents {*).  Soit 

3=  F(ar,,...,xJ, 

une  solution  de  l'équation  /=  0,  de  sorte  que  l'on  a,  entre  deux 
éléments  infiniment  voisins ,  la  relation 

dz  =  Pi<tr,  -4- h  p„clx„; 

autrement  dit,  l'on  a  : 

_  d  F  _  ^F 

Si  Ion  fait  varier  infiniment  peu  x, ,...  ,x,,  les  quantités 
r,  Pi, ...,  p,  varient  aussi  infiniment  peu.  Donc  deux  éléments 
infiniment  voisins  d'une  intégrale,  ou  passant  par  des  points 
infiniment  voisins,  ont  des  coordonnées  tangentielles  infiniment 
peu  différentes,  ou  sont  infiniment  peu  inclinés  l'un  sur  l'autre. 
La  réciproque  de  ce  théorème  est  vraie  :  deux  éléments  infini- 
ment voisins  et  infiniment  peu  inclinés  l'un  sur  l'autre  sont  tels 

que  l'on  a 

dz  =  p^da;^  h h  p„dx„. 

Soient,  en  effet,  A  et  B  deux  éléments  infiniment  voisins  et  infi- 
niment peu  inclinés  l'un  sur  l'autre  : 

(2,  Xi, Pi)    et    (z  -f-  ^z,  X.  -4-  ^Xi,  p,— *-  àpi), 

Az,  ÂXj,  spi  étant  infiniment  petits.  Appelons  a  et  6  les  points 

(s,  Xi)    ei    {z  -+-  ^z,  Xi  ■+-  AT,) 

Par  le  point  a  passe  une  solution  de  Cauchy,  formée  de  toutes 
les  caractéristiques  contenant  ce  point,  et  rencontrant  en  un  point 

(*)  Nous  n'avons  pas  rencontré  explicitement  Cf  lie  propriété  dans  les  écril.s 
de  Lie.  Le  théorème  corrélatif  de  Mayer  (n»  129,  6n)  peut  fournir  une  dé- 
monstration dans  les  cas  où  ne  subsiste  pas  le  théorème  équivalent  à  la" 
méthode  de  Caucby. 
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c  la  caractéristique  qui  passe  par  B.  Appelons  C  l'élément  de  cette 
caractéristique  qui  passe  par  c.  Si  l'élément  B  converge  vers 
l'élément  A,  c  converge  vers  a,  dont  il  est,  par  suite,  infiniment 
rapproché,  ainsi  que  de  b.  Il  en  résulte  que  les  coordonnées  de 
l'élément  C  ne  peuvent  différer  qu'infiniment  peu  de  celles  de  B 
ou  de  A.  Représentons-les  par 

(z  -4-  A'z,  Xi  ■+-  ^'xi,  Pi  -+-  ^'pi), 
et  posons 

A3  =  A'z  -+-  \"z,    àxi  =  ^'Xi  •+■  \"Xi. 

Puisque  A  et  c  appartiennent  à  une  même  solution ,  on  a 

à'z  =  p^^'x^  H h  Pn^'Xn  -4-  e, 

s  étant  infiniment  petit  du  second  ordre.  De  même 

A"z  =  (p,  -t-  A'p,)  ^"x,  +  •••-+-  (p„  -+-  A'p„)  ^"Xn  -t- 1', 

e'  étant  aussi  du  second  ordre,  parce  que  B  et  C  appartiennent  à 
une  même  caractéristique.  Ajoutons  ces  deux  relations,  il  viendra 

^z  =  p^^z^-^ h  p„  Aa;„  -t-  e", 

e"  étant  infiniment  petit  du  second  ordre.  Donc,  enfin,  en  pre- 
nant la  différentielle  de  z^ 

dZ  =  Pi^Xi  H —  ■+■pn^x„, 

ou 

dz  =  PidXi  H h  PndXn  , 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Nous  appellerons  éléments  infiniment  peu  différents  ceux  qui 
jouissent  de  la  propriété  dont  il  est  question  ici. 

11  résulte  de  là  que,  pour  trouver  une  intégrale  de  f  =  0,  il 
faut  et  il  suffit  de  trouver  oc"  éléments  infiniment  peu  différents 
(n»  5). 


n 
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1S1.  Congrttence  caractéristique;  variété  caractéristique  (*). 
Considérons  deux  équations  aux  dérivées  partielles 

/■=0,    ?  =  0, 

ayant  des  solutions  communes,  et  un  élément  A,  commun  à  ces 
-olutions  et  aux  équations  données.  D'après  le  n"  128,  les  solu- 
tions communes  et,  par  suite,  les  équations  données,  contiendront 
la  caractéristique  de /"  qui  passe  par  A;  ensuite,  pour  la  même 
raison,  les  solutions  communes  et  les  équations  données  contien- 
dront les  3c  caractéristiques  de  s,  qui  passent  par  les  éléments 
de  cette  caractéristique  de  f.  Donc  si  des  solulioiis  communes  de 
deux  équations  ont  un  élément  commun,  elles  en  ont  une  infinité 
double  (  oc^).  L'ensemble  de  ces  éléments  communs  s'appelle  une 
longrùence  caractéristique  des  équations  données,  par  rapport  à 
l'élément  considéré. 

Si  l'on  exprime  analytiquement  la  génération  des  congruences 
caractéristiques,  on  reconnaît  que  les  fonctions  /"et  5;  jouent  un 
rôle  symétrique  dans  ces  calculs.  On  en  conclut  que  l'on  peut 
considérer  la  congruence  caractéristique  de  f^  0  et  s  =  0 ,  pas- 
sant par  A  comme  l'ensemble  des  x  caractéristiques  de  5  qui 
passent  par  les  éléments  de  la  caractéristique  de  /"  contenant 
l'élément  A;  ou,  comme  l'ensemble  des  oc  caractéristiques  de  f 
qui  passent  par  les  éléments  de  la  caractéristique  de  =,  contenant 
l'élément  A. 

On  peut  étendre  ce  qui  précède  à  un  nombre  quelconque 
d'équations 

f=0,     f  =  0,    i  =  0,... 

ayant  des  solutions  communes,  qui  se  touchent  en  un  élément  A. 
Par  cet  élément  A ,  passe  une  caractéristique  de  f,  qui  est  dans 
toutes  les  solutions  communes  et  dans  les  équations  elles-mêmes. 
Par  chaque  élément  de  cette  caractéristique,  passe  aussi  une 
caractéristique  de  7,  située  dans  les  diverses  solutions  communes 

(•)  Mémoire  B,  première  partie  du  théorème  II;  mémoire  C,  premièTie 
partie  des  théorèmes  b  et  c. 
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considérées.  Par  chaque  clément  de  la  congruence  caractéristique 
ainsi  obtenue,  passe  une  caractéristique  de  i/-,  située  dans  toutes 
les  solutions  communes  et  dans  toutes  les  équations,  et  ainsi  de 
suite.  Donc  enfin,  si  m  équations  ont  des  solutions  communes 
passant  par  un  élément  A,  elles  ont  oo"*  éléments  communs  à 
toutes  ces  solutions  communes.  L'ensemble  de  ces  éléments  com- 
muns s'appelle  la  variété  caractéristique  de  ces  équations. 

CoROLLAutE  I.  On  prouverait  aisément,  comme  au  n*^  128  ,  que 
deux  solutions  communes  d'un  système  ont  en  commun  une 
variété  caractéristique. 

Corollaire  II.  Considérons  deux  équations  simultanées  f=0, 
(f  =  0,  ayant  une  solution  commune.  Les  caractéristiques  de /"et 
de  y,  en  un  élément  commun  à  cette  solution  et  aux  équations 
données,  doivent  se  trouver  respectivement  parmi  les  éléments 
de  -j)  =  0,  et  de  f=  0.  Il  en  résulte  que  ^  =  0  doit  être  une  solu- 
tion des  équations  (8),  et  f=  0,  une  solution  des  équations  ana- 
logues où  y  remplace  /'.  On  a  donc 

relation  que  nous  écrirons  simplement  /"^  =  0.  C'est  la  condition 
d'intégrabilité  simultanée  de  Jacobi  et  de  Bour.  La  remarque  pré- 
cédente s'appliquant  à  autant  d'équations  que  l'on  veut,  permet 
de  compléter  tout  système  d'équations  simultanées,  comme  on  l'a 
vu  (n»  79). 

132.  Méthode  de  Lie  (*).  Si  deux  équations  f  =  0,  satisfont 
à  la  condition  f »  =  0 ,  le  lieu  des  congruences  caractéristiques 
qui  passent  par  un  point  commun  constitue  une  solution  com- 
mune. En  effet,  d'abord,  ce  lieu  se  compose  de  oo"~*  congruences 
caractéristiques  contenant  chacune  oo*  éléments,  donc,  en  tout  oo" 
éléments.  Pour  le  prouver,  il  suffît  de  remarquer  que  par  le  point 
donné  {zo,  x.o),  passent  oo"~^  éléments  communs  aux  deux  équa- 

{*)  Mémoire  B,  seconde  partie  du  théorème  II;  mémoire  C,  seconde  partie 
des  liiéorèmes  b  et  c. 
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lions,  que  l'on  obtient,  en  faisant  varier  de  toutes  les  manières 
possibles  pio,  ...,p,_ï,o,  et  déterminant  pn-i,o,  Pno,  au  moyen  des 
équations  données.  Or,  par  cbaque  élément  commun  passe  une 
congruence  caractéristique;  donc  il  y  en  a ,  en  tout,  qo"~',  con- 
tenant oc"  éléments. 

Ensuite,  deux  éléments  infiniment  voisins  A,  B  parmi  ce  groupe 
de  oc"  éléments,  sont  infiniment  peu  différents.  En  effet,  il  est 
clair  que  deux  éléments  infiniment  voisins  ne  peuvent  pas,  en 
général,  se  trouver  sur  deux  congruences  caractéristiques  passant 
par  des  éléments  non  infiniment  peu  différents.  Nous  devons  donc 
supposer  les  deux  éléments  voisins  en  question  sur  une  même 
congruence  caractéristique  ou  sur  deux  caractéristiques  détermi- 
nées par  des  éléments 

(zo,  xm,  p<o),     {Zo,Xio,  Pio  ■+■  Ap»), 

infiniment  peu  inclinés  l'un  sur  l'autre.  1°  Considérons  d'abord 
deux  éléments  A,  B  situés  sur  une  même  congruence  caractéris- 
tique. La  caractéristique  de  /'passant  par  A ,  qui  est  une  variété  à 
une  dimension,  rencontrera  la  caractéristique  de  s  passant  parB, 
sur  la  congruence,  qui  est  une  variété  à  deux  dimensions,  en  un 
élément  C,  infiniment  voisin ,  en  général ,  de  A  et  de  B,  et  par  suite 
infiniment  peu  différent  de  l'un  et  de  l'autre.  Donc  A  et  B  diffèrent 
aussi  infiniment  peu,  comme  il  fallait  le  démontrer.  2°  Supposons 
maintenant  que  A  et  B  soient  sur  les  deux  congruences  caractéri- 
sées par  les  éléments  initiaux  (zq,  Xg^,  p.o),  {Zq,  x«,pio  -+-  '^Pm)- 
Les  coordonnées  de  A  sont  exprimées  en  fonction  de  x,_i,  x, ,  Zo, 
■i'»»  Pio.  Si  Ton  change  dans  les  expressions  de  ces  coordonnées, 
p,o  en  Pio  *+"  -^Pio,  on  obtiendra  sur  la  seconde  congruence,  un 
élément  C,  infiniment  voisin  de  A,  et  par  suite  de  B.  Puisque 
p,o  a  varié  infiniment  peu  en  passant  de  A  en  C,  C  est  infiniment 
peu  différent  de  A;  il  est  aussi  infiniment  peu  différent  de  B, 
puisqu'il  est  infiniment  voisin  de  B  et  sur  la  même  congruence. 
Donc  enfin,  A  et  B,  sont,  dans  tous  les  cas,  infiniment  peu  différents, 
et  le  lieu  des  congruences  caractéristiques  qui  passent  par  un 
point  commun,  contenant  oo"  éléments  infiniment  peu  différents 
les  uns  des  autres,  est  une  intégrale  (n"  150). 
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On  démontre  de  même  que  le  lieu  des  variétés  caractéristiques 
de  m  équations  satisfaisant  aux  conditio7is  d'intégration  simul- 
tanée et  passant  par  tin  point,  est  une  solution  commune. 

Nous  avons  indiqué  plus  haut  (n<"  124,  126  et  remarque  finale 
du  n°  127)  comment  on  peut  donner  aux  équations  une  forme 
telle  que  l'on  puisse  trouver  leur  variété  caractéristique  et  par 
suite  leur  intégrale  commune.  Dans  le  cas  de  deux  équations  seu- 
lement, on  ne  doit  pas  transformer  les  équations  données  (*). 

133.  Méthode  de  Jacobi.  Considérons  m  équations  aux  déri- 
vées partielles  : 

/•,  =  o,...,/-„  =  o, 

satisfaisant  aux  conditions  d'intégrabilité.  Supposons  que  l'on  ait 
trouvé,  en  outre,  A;  =  (n  -+-  1  —  m)  fonctions  fm+^ , ... ,  /j,^.,,  qui 
satisfassent  avec  les  précédentes  et  entre  elles  aux  conditions 
fifi  =  0.  Je  dis  que  les  équations 

/■,  =  0,  ...,/"m  =  0,/"m4-l  =  ai,  ••■  , /■n+l=  O*, if) 

ou  celles  que  l'on   en  déduit,  en  les  résolvant  par  rapport  à 

z,pi,...,pn, 

2  =  F,    Pi  =  r.,...,p„  =  F„, (F) 

représentent  les  oc^""*-*-*"  éléments  du  sjrstème  primitif,  quand 
ttj,  ... ,  Oi  sont  des  constantes  arbitraires,  et  que,  de  plus,  z  =  F 
est  l'intégrale  complète  commune  du  système  donné. 
Considérons,  en  effet,  le  système 

A  =  o,...,/;„  =  o,   fnt+i  —  a^. 

Si  l'on  donne  à  Oj  une  valeur  spéciale ,  il  ne  représentera  plus 
que  00*""*"  éléments  du  système  primitif,  mais  si  on  laisse  «i 
arbitraire,  il  représentera  de  nouveau  00^"+*-"*  éléments;  ces  élé- 

(*)  Nous  avons  cité  au  n»  127,  le  petit  mémoire  où  Mayer  indique  les  cal- 
culs à  faire  pour  établir  algébriquement  la  méthode  de  Lie,  sous  sa  forme  la 
plus  générale.  Comparez  mémoire  B  de  Lie,  théorème  III  et  IV. 
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ments  seront  les  mêmes  qu'avant  l'adjonction  de  f^^i  =  a,,  puis- 
que cette  relation,  prise  à  part,  est  satisfaite  par  les  coordonnées 
d'un  élément  quelconque  de  l'espace,  a  étant  arbitraire. 

On  peut  adjoindre,  de  la  même  manière,  au  système  primitif 
les  autres  équations  f=  a,  et  obtenir  ainsi  le  système  (/)  ou  (F), 
à  la  place  du  système  primitif.  Si  l'on  fait  varier,  dans  les  équa- 
tions (F),  X,, ... ,  X,,  de  quantités  inBniment  petites,  en  laissant  les 
quantités  a  constantes,  z,  pi, ... ,  p,  varient  aussi  inâniment  peu. 
Donc  les  éléments  infiniment  voisins  du  système  (F)  sont  infini- 
ment peu  différents  et  constituent  une  intégrale  pour  chaque 
valeur  des  quantités  a.  Donc  z  ^  F  est  l'intégrale  complète  com- 
mune et  l'on  a 

ou 

dF  =  Fjdr,  H 1-  F„dx„. 

Il  résulte  de  la  dernière  observation ,  que  l'on  peut  trouver  la 
première  équation  (F)  en  intégrant  l'équation 

dZ  =  PidiTj  H H  PndXn , 

où  les  quantités  p  sont  remplacées  par  leurs  valeurs  déduites 
des  n  premières  équations  /".  Ceci  suppose  toutefois  que  l'on 
sache  qu'il  y  a  réellement  une  intégrale  complète  commune  avec 
k  constantes  arbitraires,  ce  qu'apprend  la  méthode  de  Lie.  ^ 

Remarque.  Ce  qui  précède  contient  essentiellement  la  méthode 
de  Jacobi ,  c'est-à-dire  le  mode  de  détermination  de  r ,  au  moyen 
des  fonctions  f;  le  théorème  de  Poisson  et  Jacobi ,  et  les  mé- 
thodes de  Weiler,  de  Boole  et  de  Mayer  donnent  les  moyens  de 
trouver  les  fonctions  /*,  avec  plus  ou  moins  de  facilité. 

1S4.   Conclusion.    Les   diverses  méthodes  d'intégration   des 
équations  aux  dérivées  partielles  se  groupent  autour  des  mé- 
thodes de  Cauchy,  de  Lie  et  de  Jacobi.  On  vient  de  voir  que  la 
dernière  consiste  essentiellement  en  une  transformation  du  sys-  . 
tème  donné  en  un  autre  contenant  une  équation  de  plus.  Si  l'on 
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pousse  cette  transformation  à  bout,  on  trouve  l'intégrale  sans 
autre  calcul.  Mais  on  peut  l'arrêter  quand  on  veut,  et,  comme  on 
l'a  vu  au  n"  125,  se  servir  de  la  méthode  de  Lie,  pour  réduire 
le  système  à  une  équation,  que  l'on  peut  intégrer  par  la  méthode 
de  Cauchy,  chaque  fois  que  la  méthode  de  Jacobi  n'est  pas  plus 
favorable  (voir  n"'  125  et  70,  Hl). 

La  théorie  des  lignes,  des  congruences  et  des  variétés  caracté- 
ristiques permet  donc  de  fondre  en  une  seule  toutes  les  méthodes 
d'intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre. 
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